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Definicdo 1

Definicao 2

Definicao 3

FEquacoes diferenciais
ordindrias

SECAO 1
Definicao e exemplos

(Equagao diferencial ordinaria — EDO) Uma equacio diferencial ordindria
(EDO) é uma relacao

) = F(t,:v,x',x", . ,x(k_l)) (1.1)

R1+kd

onde F:U - R?% é uma funcéo continua e U é um aberto de

Acima, ¢ € R e cada z,2',2",...,2F) ¢ R A ordem ou grau da EDO é
k, e a dimensdo da EDO é d. A ideia da equacdo (1.1) é que as derivadas
de ordem inferior e a evolugdo no tempo descrevem o comportamento da k—
ésima derivada. Assim, uma EDO de ordem k é uma equagdo implicita em
que k é a quantidade de derivadas envolvidas. Nosso objetivo é, dada a fung¢ao
F', encontrar/caracterizar/descrever as solugbes = da EDO. Antes, definimos
formalmente o significado de solugao.

Solugéo de EDO) Uma solucio de (1.1) é uma funcdo 7 : I - R? que é k vezes
¢ ¢ ¢ao 7y q
diferenciavel e satisfaz as seguintes condigoes:

(1) I é um intervalo aberto de R.
2) (L), 7' (t),...,7* (1)) e U para todo t € I.

(3) y®(t)=F (t,v(),¥'(t),... ,'y(’“‘l)(t)) € U para todo t € I.

Noutras palavras, apenas substituimos x por v(¢) em (1.1). Essa nocao
também nos permite definir uma EDO com condig¢bes iniciais prescritas.

(EDO com condigdes iniciais) Uma EDO com condigdes iniciais ¢ um sistema
da forma

x(k):F(t,x,x’,x”,...,x(k_l)) (12)
z(to) = xo, 2" (to) = x, - - - ,ac(k_l)(to) = a:(()k_l), ’
onde F : U - R? é uma funcio continua em um aberto U de R'*¥¢ ¢

k-1 ~
o, T(), - - - ,x(() ) ¢ R? sdo dados.

CAPITULO

|




Definicao 4

Exemplo 5

Exemplo 6

Exemplo 7

Exemplo 8

DEFINICAO E EXEMPLOS

(Solugao de EDO com condicoes iniciais) Uma solucdo de (1.1) com condigoes

iniciais
{x(k) = F(t,a:,x',ﬁ", . ,x(k_l))

1.3
z(to) = o, ' (to) = xf, ..., x*F V(o) = x(()k—l)’ (1.3)

é uma funcao v : I - R? que satisfaz a Definicdo 2 e adicionalmente:

(4) Y(to) = 0,7 (to) = Thy - -, 7* D(to) = 2V,

Vamos analisar alguns exemplos.

Considere F': R xR - R dada por F(t,z)=0. A EDO ¢é
' =0,

com k =d =1. Fixado ¢ € R, seja v: R - R dada por y(t) = zp para todo
t e R. Entao « é solugdo da EDO, pois

D () =7'(t) =0=F(t,7(1)).

Note que a EDO tem infinitas solu¢bes, uma para cada xzg € R. Podemos
também considerar a versdo multidimensional desse exemplo, tomando F' :
R x R? - R, F(t,z) =0. Nesse caso, k=1 e a dimensao é d. As solugoes sao
obtidas da mesma maneira.

Considere F':RxR >R, F(t,z) =x. A EDO ¢

T =,

novamente com k = d = 1. As solucdes dessa EDO sdo v(t) = ce!, onde ¢ é uma
constante. De fato:

V() =(t) = F(t,7(1)).
Seja F':RxR xR — R dada por F(t,z,2") = -z. A EDO é

" "
' =-r <= ' +x=0,

com k =2 e d=1. Dadas constantes a,b € R, seja y(t) = acost + bsint. Temos

7' (t) = —asint + bcost = 4" (t) = —(acost + bsint) = —y(t) = F(t,v(t),~'(1)).

Logo, v(t) é solugao da EDO.
Os proximos exemplos sdo oriundos da mecénica cléssica (leis de Newton).

(Lei de Hooke) Considere uma mola de comprimento ¢ em equilibrio (sem estar
expandida ou comprimida). Fixe uma de suas pontas a uma parede e a outra
ponta a um bloco B. A lei de Hooke descreve a forca necessaria a ser aplicada
em B para que a mola seja expandida/comprimida a partir de sua posigao de
repouso:

F=kz,



Exemplo 9

DEFINICAO E EXEMPLOS

onde k é uma constante que depende apenas da mola e x é a distancia da
expansao/compressao medida a partir da posi¢ao de equilibrio. A

Pela terceira lei de Newton, podemos enunciar a lei de Hooke afirmando que
a forca de restauracdo da mola é

F=-kx.

O sinal negativo é o que indica que a forca é de restauracgao:

o Quando a mola estd expandida, a forca aponta para a esquerda, ou seja,
a mola quer se desexpandir.

o Quando a mola estd comprimida, a for¢a aponta para a direita, ou seja,
a mola quer se descomprimir.

Em outras palavras, a mola sempre busca retornar a sua posicao de repouso.
Queremos entender o que acontece quando retiramos o bloco: a partir do
conhecimento da forga que a mola sofre inicialmente e das leis de Newton,
queremos descrever o movimento x que a extremidade da direita da mola sofre.
A forca é F' = —kx. Pela segunda lei de Newton, F' = ma = mz”. Igualando as
duas expressoes, temos

14 144
mx’ = -kr =— =z :—Wﬁlx.

Essa EDO é uma variacao do exemplo anterior. Sao solugbes dessa EDO as

fungoes da forma
v(t) = acos [\/ %t] + bsin [\/ %t] .

(Péndulo harmoénico) Considere um haste rigida presa ao teto em uma extre-
midade e a um corpo de massa m na outra extremidade. A haste pode girar
na extremidade da parede. O movimento que o corpo realiza é chamado de

péndulo harmonico. Afirmamos que ele é descrito por uma EDO.
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DEFINICAO E EXEMPLOS

/\P =mgsinx
P, =mgcos
- =mg P=mg

De fato, hé duas forcas atuando no corpo: seu peso e a forca de tensao da haste.
Apés decompor o peso em duas forcas, uma paralela e outra perpendicular &
haste, obtemos da segunda lei de Newton que

" . " .
mx =mgsmy —— T =(gSsInd,

que é uma EDO com k =2 e d = 1. Infelizmente (ou felizmente), é impossivel
fornecer uma férmula para as solugoes dessa EDO utilizando as func¢des que
conhecemos.

Observe que no segundo, terceiro e quarto exemplos, as solu¢bes da EDO
utilizam fungdes bem mais complicadas do que a funcdo F' que define a EDO, e
que no ultimo exemplo, com a fungdo F(¢,z,z") = gsinx relativamente simples,
ja nado é possivel descrever as solugdes utilizando funcoes elementares. Essa
maior complexidade das solugbes em comparagdo & EDO de fato ocorre com
muita frequéncia, e é muito improvavel que as solugoes possam ser explicitamente
descritas. Dessa forma, é necessario encontrar outras maneiras de descrever as
solugoes.

A ideia fundamental de Poincaré no final do século XIX foi trocar a descri¢ao
quantitativa usual da época por uma descricdo mais qualitativa, que explique as
solucoes de outro modo, por exemplo a partir de suas propriedades topoldgicas.
Noutras palavras: em muitos casos nao precisamos (e nem é possivel) encon-
trar a equacao explicita das solucdes, mas podemos descrever suas propriedades.
Vamos entender essa mudanga de perspectiva a partir do proximo exemplo.

Considere F': R xR - R dada por F(t,z) =xz(z—-1). A EDO é
v =x(x-1),

com k =d = 1. Para encontrar as solucoes, escrevemos z’ = fli—f e resolvemos a
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equagao:
d d 1 1
_xzx(x_l):—x:dt:(——+ )dl':dt
dt x(zx-1) x x-1
1 1
_ f(__+ )d;g:[dt — —Injz|+Injz-1|=t+c¢
z x-1
-1 -1
— hl‘x—‘:t‘i‘CO — |2 ‘:e“c‘):cet,
x x

onde ¢ e ¢ = e® sdo constantes. A depender do comportamento de x entre os
valores 0 e 1, podemos resolver a tltima equacao:

o x>1: temos

o 0<xz<1: temos

. |lz-1 1-x
ce' =|—|=— = z(t) = .
x x 1+ cet

o z <0: similarmente ao primeiro caso, obtemos x(t) = ;=

Devemos ter cuidado quando x = 0 ou = = 1, pois nesse caso os célculos
anteriores nao sao formalmente justificados (por exemplo, dividimos por 0 ou
tomamos o logaritmo de 0). Ademais, notamos também que as solugoes nao
podem ser definidas para todo ¢, pois 1 — ce! pode ser zero. Para realizar uma
andlise matematicamente correta, passamos para uma analise qualitativa das
solucgoes, seguindo os passos abaixo.

PAsso 1: Andlise de x =0 e x = 1 separadamente.

Notamos que v(t) =0 e v(t) = 1 sdo solugdes:

Y'(t)=0
() =0 =
F(t,7(t)) =0(0-1) = 0.

7'(t) =0
() =1 =
Ft,4(t)) =1(1-1) = 0.

PAsso 2: Analise local do espago de solucgoes.

Desenhamos o plano (t,x), e representamos as solugoes (¢,7(t)) como gra-
ficos nesse plano. As duas solugdes do Passo 1 sdo as retas horizontais z = 0 e
x =1. Dado um ponto (tg,xg), o valor F(tg,xg) é o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico da solucdo nesse ponto:
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o Se zp > 1, entdo a solugao v com (o) = xo satisfaz
Y (to) = F(to,7(to)) = F(to,z0) = xo(w0 ~ 1) > 0
e portanto v é crescente numa vizinhanca de ¢ = tg.

o Se 0<xzg <1, entao
¥ (to) = zo(xo —1) <0

e portanto v é decrescente numa vizinhanca de t = tg.

o Se xg < 0, entdo novamente ~ é crescente numa vizinhanga de t = tg.

AT

%@
=0 \

~+Y

PAsso 3: As solugbes independem do tempo.

Essa propriedade de fato ocorre para toda F' que nao depende de t. Tais
EDOQ’s sao conhecidas como auténomas.

Definicio 11 | (EDO auténoma) Dizemos que a EDO (1.1) é auténoma se F nao depende de
t, isto é, se existe G: V — R?% onde V é um aberto de R% tal que

F(t,zg,2z1,...,25-1) = G(x0,21,...,Tk_1)
para todo (t,zo,21,...,x-1) € U.

Lema 12 | Seja 2’ = F(t,z) uma EDO autonoma. Se 7(t) é solugio da EDO, entdo
B(t) =~v(t + c) também é solu¢ao da EDO, para todo c € R.

Prova | Temos '(t) =+'(t+c¢) = F(t+c,y(t+¢)) = F(t,v(t+c¢)) = F(t,5(t)), onde na
terceira igualdade utilizamos que F' é autdénoma. O

Pelo lema acima, solugoes particulares podem ser horizontalmente transla-
dadas no plano (t,z) para gerar novas solugoes. Pelas solugoes explicitas encon-
tradas acima, o espago de solucgoes fica da forma abaixo:
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—

~+Y

Observe que, na figura acima, as curvas cobrem todo o plano e quaisquer
duas delas nao se intersectam. O resultado principal desse capitulo, que repre-
senta o teorema bésico na teoria qualitativa de EDQ’s, mostrard que esse é de
fato o caso para uma grande classe de fungoes F'.

SECAO 2
EDO de ordem superior

Na segdo anterior, vimos exemplos de EDO’s de ordem superior (k> 1). Agora,
veremos que toda EDO de ordem superior é equivalente a uma EDO de ordem 1.
Isso se tornard util quando provarmos resultados gerais na teoria, podendo nos
restringir ao caso k = 1. Para entender essa equivaléncia, vejamos como fazé-la
quando k = 2. Considere a EDO de ordem 2 e dimenséao d

2" =F(t,z,z")

onde F : U c R™24 R A ideia é introduzir a varidvel y = 2’ e considerar o
par X = (x,y). Temos

' =y , por definicao

y' =" = F(t,z,z") = F(t,z,y) , pela EDO de ordem 2.

Definindo G : U ¢ R4 » R?? por G(t,X) = G(t, (z,v)) = (y, F(t,z,y)), pode-
mos escrever as igualdades acima como

X' =G(t, X),

que é uma EDO de ordem k =1 e dimensao 2d. O préximo resultado realiza essa
equivaléncia para qualquer k.

Proposicdo 13 | Toda EDO de ordem k£ é equivalente a uma EDO de ordem 1. Mais especifi-
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camente, se
= (t,x,x/, ces ,x(k_l))

é uma EDO de ordem k, onde F : U c R** . R? com U aberto, entdo existe
G : U - R¥ tal que as EDO’s com condicdes iniciais

2®) = F (t,z,2,...,aD) (2.1)
2(t9) = 0,2/ (t0) = .., (1) = 2"V |
e ’ (t, X)
X' = G t;X
) 2.2
{X(to)Z(xoaxf)a--"x((Jk 1)) ()

possuem solucdes em relacdo biunivoca: v : I - R é solucdo de (2.1) se e
somente se I': I - R T(t) = (4(t),7'(t),...,7v* 1 (t)), é solucio de (2.2).

Introduza as varidveis y1,¥2,...,yr_1 pondo

k-1
yl:x,7y2:$”)"°ayk—1:$( )a

e seja X = (2,91,Y2, -, yk-1) € R¥. Entao X' = (2,4}, v, ...,y}_,) satisfaz

T =1
yp = 2" =y

AR S
y]’{;—]_ = x(k) :F(t,I,$,7...,$(k_1)) :F(t’x7y17"')yk—1) :F(t7X))

z Y1
Yy Yo
X'=[: |= :
y[’g—Q Yk-1

yllc—l F(t7X)
Defina G : U - R¥ por
G(t7X) = G(taxay17"' 7yk—1) = (ylay%"' 7yk—17F(tax7yla-- 'ayk—l))-

Fato 1. Se v : I — R? é solucio de (2.1) entdo I' : I — RN
() = (7(t), 7' (t),....,7* 1 (t)), é solucio de (2.2).

Para provar isso, note que

v (t) ~y'(t)
7" (t) 7" (t)
I'(t) = : - :
~ED (1) ~ED (1)

NO F(t,(t),...,7* (1))
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V(1)

Y (1)
7D ()
F(t,(t), ... .7* (1))
portanto I'(t) = G(t,T'(t)). Ademais, T'(to) = (7(t0), 7 (to),...,7* (o)) =

(zo, (), - .,a:(()kfl)).

Faro 2. Se T : T - R¥ T(t) = (To(t),...,Tx_1(t)), é solugdo de (2.2) com
L(ty) = (xo,x(’),...,x[()k_l)), entdo v: I - R y(t) = To(t), é solugdo de (2.1)
com ’Y(tO) = anfyl(tO) = x(l)a ree 7’7(1671) (tO) = ':U(()k_l)'

G(tT(1) = G(t, (1), (1), /D)) =

Para provar esse fato, note que I''(¢) = G(¢,I'(t)) se escreve como

ro(t) I'1(t)
Fiﬁt) Fg‘(t)
VNG Ty ()

L1 LF®#To(?),. .., Te-1(2))
Assim, se v = I'g, entdo I';(t) =@ (¢) para i =0,...,k -1, e portanto
B (@) = T4 1 () = F(£,To(8), -, Tar (1)) = (6,7 (1), ..., 7" (1),
As condigbes iniciais sao

v(to) = To(to) = 2o
v (to) = T'1(to) = x;

B (1) = Ty (t) = 2,

SEGAO 3
Teorema de existéncia e unicidade de EDO’s

Como vimos na secao anterior, os resultados sobre EDQO’s de ordem superior
podem ser obtidos a partir de suas versio com k = 1. E nesse tltimo contexto
que enunciamos o préximo teorema, que corresponde ao principal resultado desse
capitulo.

Teorema 14  (Existéncia e unicidade) Considere a EDO
z' = F(t,z),

onde F : U c R - R? ¢ uma funcdo continua e localmente Lipschitz na
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segunda coordenada e U é aberto. Entao:

(1) EXISTENCIA: para todo (tg,zg) € U, existe v : I - R? solucdo da EDO
com condicao inicial v(tg) = xg.

(2) UNICIDADE: Se 71 : I - R% e 45 : J - RY sao ambas solugdes da EDO
e se existe t € I nJ tal que vy1(t) = 12(t), entdo 71 (t) = y2(t) para todo
telnlJ.

A primeira parte diz que para toda condigdo inicial (tg,xg) € U, existe
uma solu¢do da EDO com essa condigao inicial. Esperamos que se (tg, o) estd
préximo de QU, entao o dominio I de defini¢do da solucdo é pequeno. A segunda
parte diz que os graficos das solugdes nao podem se cruzar

AL

| A

Resta explicar as condigoes requeridas na funcdo F. Usualmente, a norma
considerada em R é a euclidiano,

[(t,z)|| = V2 + 2.

Como R tem dimenséo finita, todas as normas sdo equivalentes e, para o
que estamos interessados, é mais conveniente considerar a norma da soma com
respeito & decomposicio R4 = R x R?,

I 2] = 1t + ],
onde |z| é a norma euclidiana em RY.

Definicdo 15 | (Fungdo Lipschitz) Dizemos que G : V c R™ — R™ é Lipschitz se existe C' > 0

tal que
1G(21) - G(22) | < Cllz1 - 22|, Vz1,22€ V.

Dizemos que G ¢ localmente Lipschitz se, para todo z € V', existem C, e > 0 tais
que B(z,e)cV e

|G(21) - G(z2)] < Cllz1 = 22|, Vz1,22 € B(2,¢€).

|G (21)-G (22)]

como a in-
[z1-22|

Para n = m = 1, podemos interpretar o quociente

10
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clinacdo da reta secante aos pontos (z1,G(z1)) e (22,G(22)) do gréfico de G.
Logo, ser Lipschitz significa que o grafico de G estd contido nos cones horizon-
tais definidos pelos pontos de V' e abertura que esta relacionada com o valor de

C.
Exemplo 16 | Se G é C, entdo G é localmente Lipschitz. De fato, pela desigualdade do valor

médio temos em B(z,¢) c U que

|G(21) - G(22)| < sup |G/ (w)] - [21 = 2.

weB(z,e)

Basta tomar C' = sup |G'(w)]| < oo.
weB(z,e)

Exemplo 17 | A funcio G : R - R, G(z) = /||, ndo é localmente Lipschitz em z = 0.
Geometricamente, isso € facil de provar notando que o grafico de G escapa de
qualquer cone horizontal centrado em (0,0). Analiticamente, basta notar que
Li_I)T(l)|G’(Z’)| = co. O mesmo vale para G(z) = |z|*, a € (0,1).

Agora procedemos & defini¢do que aparece no enunciado do Teorema 14.

Definicdo 18 | (Localmente Lipschitz na segunda coordenada) Dizemos que F : U ¢ R1* —
R? é localmente Lipschitz na sequnda coordenada se, para todo (to,zo) € U,
existem C, e > 0 tais que:

(1) B(tg,e)x B(zg,e) c U, onde B(tg,e) = (to—€,tp+€) c R e B(xg,¢) c R%.

(2) Para t € B(to,€) e x1,x2 € B(xo,¢) vale que

| F(t,21) = F(,22)| < Clay = 22,

AT

F ¢é Lipschitz nos
segmentos verticais

Exemplo 19 | Se F € C!, entdo F é localmente Lipschitz na segunda coordenada. Por outro
lado, se F' possui \/m em sua expressao, por exemplo F(t,x) = t+2\/m , entao
F nao é localmente Lipschitz na segunda coordenada. O mesmo ocorre se F
possui |z|*, @ € (0,1), em sua expressao.

Antes de proceder ao desenvolvimento dos pré-requisitos e posterior prova
do Teorema 14, vamos mostrar que a condicdo de F' ser localmente Lipschitz na
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segunda coordenada é necessaria.

Exemplo 20 | Seja F: R — R, F(z) = %%, Ento as solucdes da EDO nao sdo tnicas. Mais
especificamente, existem duas solucoes para a EDO com algumas condigoes
iniciais. Para ver isso, comece notando que y(t) = 0 é solugdo. Vamos encontrar
outras solugoes com v(tp) =0. A EDO ¢

=2 — (cil_f:$2/3 — 2 Bdy = dt — fx_z/gdx:fdt

z1/3 t+c)\3
— — =t+c = z(t)=|—| .
1/3 3
Note que z(—c) = 0. Geometricamente, os graficos dessas fungoes cruzam o
eixo z = 0.

SUBSEGAO 3.1
Preparacao para a prova do Teorema 14

Definicdo 21 | (Espago métrico) Um espago métrico é um par (X,d), onde X é um conjunto
ed: X x X - R é uma distancia, isto é, satisfaz as seguintes propriedades:

(1) POSITIVIDADE: d(z,y) >0, com igualdade se e somente se x = y.
(2) SIMETRIA: d(z,y) = d(y,x).
(3) DESIGUALDADE TRIANGULAR: d(z,z) < d(z,y) +d(y, z), Vz,y,z € X.

Exemplo 22 | Em X = R" temos varias distancias uteis. A distdncia euclidiana é

d((21, @), (Y155 9n)) = V(@1 =y1)? + -+ (20— yn) .
A distancia da soma é
dsoma (1, s 2n), (Y1y -+ Yn)) = |21 —y1| + - + |Tn — Yn)-

A distancia do maximo é

doo (1, @n), (Y1, Yn)) = mAX [ — yil.
Exemplo 23 | (Distancia em espagos de fungdes) Tome

X =C°0,1]={f:[0,1] » R: f é continua}.
Uma possivel distancia em X é

doo(f,9) = sup |f(z) - g(x)| = max |f(z) - g(x)].
te[0,1] te[0,1]

12



Definicao 24

Exemplo 25

Definicao 26

Exemplo 27

Exemplo 28

Teorema 29

Prova

TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE EDQO’S Preparagdo para a prova do Teorema 1/

Outras distancias sdo as normas L”: dado p > 1, defina

it = ([ 1) - awypas)”

(Espago métrico completo) Dizemos que o espago métrico (X, d) é completo se
toda sequéncia de Cauchy (2, )n>0 em X possui um limite z € X.

O espago métrico ([0,1],d) com d(z,y) = |r —y| é completo, pois [0,1] é
compacto. J4 ((0,1],d) ndo é completo, pois (x,) = (%)ml ¢ de Cauchy mas
limz, =0 ¢ (0,1]. O espago métrico (C°[a,b],dw) é completo (Exercicio 1).

(Contracao) Dado um espago métrico (X, d), dizemos que f: X - X é uma
contragao se existir X € (0,1) tal que

d(f(x), f(y)) < Ad(z,y), Va,ye X.

Em outras palavras, f contrai distdncias. E facil notar que toda contracao
é continua (Exercicio 2).

Tome f:[0,1] — [0,1] diferenciavel com |f’| < A < 1. Pelo teorema do valor
médio, temos que

(@) = IOl [z =yl < A = yl.
Tome X = C°[a,b] e F: X » X dada por (Ff)(z) = 1 f(z). Temos

(F)(@) = (Fo)(@)| = 51f () - g()],

logo d(Ff,Fg) = %d(f,g), provando que F é uma contragao.

Faremos uso essencial do seguinte resultado.

(Ponto fixo para contragdes) Sejam (X, d) um espago métrico completo e F :
X — X uma contragdo. Entdao F possui um tnico ponto fixo T € X. Ademais,

T = lim F'z, VreX,

n—oo

e a convergéncia é exponencial.

E facil ver que F possui no maximo um ponto fixo : se zg,x1 € X sdo pontos
fixos com g £ x1, entdo

d(.fC(),.CUl) = d(f(l)o,fl’l) < )\d(azo,azl),

o que contradiz o fato de A < 1. Logo, resta provar que para qualquer xz € X a
sequéncia (y)ps0 definida por x,, = F™x converge para um ponto fixo de F.

FaTo 1. A sequéncia (z,)ns0 é de Cauchy.

13



Prova

Prova

TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE EDO’s Prova do Teorema 1/

(Fato 1) Temos
d(Zn, Tpa1) S AN(Tp-1,Tp) < < XN'd(20,21).
Logo, para n < m temos

d(xnu fl:m) < d(xna mn+1) + d(xn+1’ $n+2) +oeeet d($m_1, xm)

d(xo,xl)-

S+ X" e N (g, 1) < 1-\

Dado € > 0, tome ng tal que %d(wo,xl) <e. Assim, d(xp,z,) < € para
todos m,n > ng. ]

Fato 2. O limite = lim x,, é ponto fixo de F.
n—o00
(Fato 2) Temos
F(z) = F(limzy,) = lim Fz, =limx,,; =T,

onde na segunda passagem usamos que F é continua. O

Resta notar que = lim z, exponencialmente rapido. De fato,
n—oo

d(Z,xn) = d(FT, Frp-1) < M(T, 2p-1) < - < N"d(T, x0).

SUBSECAO 3.2
Prova do Teorema 14

A ideia é trabalhar com a equagao integral equivalente & EDO. Vamos explicar
0 que isso significa. No contexto do Teorema 14, seja v : I - R? uma solucéo da
EDO com condigGes iniciais

{x’ = F(t,x) (3.1)

x(to) = xo.

Entao ~/(t) = F(t,v(t)) para todo t € I. Fixando ¢y e integrando de ty a t, o
Teorema Fundamental do Célculo da que

v(t) = (to) = ftot’y'(s)d8= ftOtF(s,y(s))ds
= y(t) =z0 + [tOtF(s,*y(s))ds.

Dizemos que
t
x(t) =xzo + f F(s,v(s))ds
to

é a equagao integral associada a EDO com condigoes iniciais (3.1). Tal equagao
é de fato equivalente a (3.1): como vimos, uma solugao de (3.1) é solugao da

14



Prova

Prova

TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE EDQ’s

equagao integral acima; reciprocamente, se () satisfaz a equacao integral, entao

Y'(t) = F(t,7(t)), Vtel

v(to) = wo + ftoto F(s,7(s))ds = o,

onde na primeira igualdade utilizamos mais uma vez o Teorema Fundamental do
Célculo. Assim:

EDO com condigoes iniciais Equacao integral

z(to) = o

{m’=F(t,fU) —  z(t) =a:o+/t;tF(37’Y(3))dS

Agora procedemos & prova do Teorema 14. Fixe (tg,z9) € U. Tome ¢ > 0
pequeno tal que
V= [to—(s,t(] +(5] X B(J:‘(),(S) cU.

Como F é continua, M := max |F(t,x)| é finito. Seja C' >0 uma constante de

Lipschitz na segunda coordenada em V. Tome € < min {6, %, %}, e defina

6 continua e y(t) € B(x,0)
X ={v:[to-¢e,to+e] »RI: 7 ° N 7 O
{7 [to=esto+el~ para todo 0 < |t —tp| < e

com a norma d do maximo (que coincide com a norma do supremo). Entdo
(X,d) é espago métrico completo. Vamos definir uma contragao em (X,d), de
modo que seu ponto fixo é uma solucdo da equagao integral. Tome F : X — X
pondo

(FY)(#) =20 + ftOtF(s,y(s))ds, Felto—ceito+e].

Pela equivaléncia entre a EDO e a equacao integral, F~v = v se e somente se y é
solucdo da EDO com condiges iniciais (3.1).

FaTO 1. F estd bem-definida.

(Fato 1) A integral acima estd bem-definida porque = é continua. Ademais, F~y
é diferenciavel, logo continua. Resta checar que (F~)(t) € B(zo,0). Ora,

t
IF)(®) =0l = | [ Fs.7())ds
<Mt —to| <eM <.

< [[f [F(s.7(5)) ] ds

Fato 2. F é contracgdo.

(Fato 2) Tome 1,72 € X. Temos

(F)O - F)O) = [ [Flsn() - Fs ()] ds

Prova do Teorema 1/
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Exemplo 30

TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE EDQ’s

e portanto
[P @) = (F) @1 < [ 1F(s91(9) = Flsa(s))]ds
< [ Clns) = 2()lds = Clt = tald(1,) < Ced(m, 7o)

Fazendo A := Ce < 1, concluimos que ||(Fy1)(t) = (Fy2)(t)| < Ad(y1,72) para
todo |t —to| < € e assim d(Fy1, Fy2) < Ad(71,72)- O

Pelo Teorema 29 segue que F possui um (tnico) ponto fixo. Isso prova a
parte (1) do Teorema 14.

Provemos agora a unicidade. Assuma que v, : [ - R% e ~5 : J - R? sdo
ambas solugoes de (3.1) e que exista t € I nJ tal que 71(t) = 72(t). Vamos
utilizar um argumento de conezidade para mostrar que v1(t) = y2(t) para todo
teInJ. Defina

A={telnJ:n(t)=7(t)}

Por hipétese, ¢ € A e portanto A # @. E claro que A é fechado, pois 71,72 sdo
continuas. Resta mostrar que A é aberto. Fixe tg € A, seja xg := 71 (to) = 12(to) e
tome & > 0 como na prova da parte (1) e de modo que [to—¢,tp+¢] c InJ. Defina
F como acima. Entao as restrigoes de 71,72 ao intervalo [tg—¢,tg+¢] sdo ambas
pontos fixos de F. Pela unicidade do ponto fixo, concluimos que 7 (t) = v2(t)
para todo t € [ty —&,to + £] e assim (tg —¢€,tp +¢) c A. Isso conclui a prova da
parte (2), e também do teorema.

SUBSECAO 3.3
Exemplos

Como vimos no Teorema 29, a partir de qualquer condigao inicial x € X podemos
encontrar o unico ponto fixo T por meio de iteragdes sucessivas:
T = lim F"(x).
n—oo
Em particular, podemos obter uma sequéncia de fungdes que converge uniforme-
mente e exponencialmente rapido para a tnica solucdo da EDO com condic¢bes

iniciais, fornecida pelo Teorema 14. Vamos exemplificar isso em duas situagoes
(EDO auténoma e EDO nao-auténoma).

Seja F(t,x) = x, que define a EDO auténoma z’ = z. Vamos achar a solugdao
da EDO com condigoes iniciais z(0) = 1 por meio de iteragbes sucessivas.
Sabemos que ela é v(t) = ¢'. Considere a curva inicial constante com condicio
inicial requerida, i.e. yo(t) = 1 para todo t € R. A contragdo F : X - X é dada
por

(Fv)(t) =xo + ft: F(s,v(s))ds=1+ /Otfy(s)ds,

Sendo v, = F™(70), temos:
o y(t)=1+fflds=1+t.

o 72(75):1+f0t(1+s)ds:1+t+§.

Exemplos
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Exemplo 31

Definicao 32

TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE EDQ’s

o 73(15)=1+f0t(1+s+§)ds=1+t+§+g—i.
o Por indugao, v,(t) = X1 _g Z—k,
Assim, a solucdo é y(t) = lim v, (t) = e’.
n—o00

Seja F(t,z) = 2tx, que define a EDO néao-auténoma z’ = 2tx. Considere a
condigao inicial (0) = 1. Nesse caso,

t
(F)(#) =1+ [0 25v(s)ds.
Considerando novamente y(t) = 1, temos:

o v(t)=1 +f0t2sds =1+t2

o fyg(t):1+[0t23(1+32)ds:1+t2+§=1+%+§.
t 2 4 2 44 46
o ’)/3(t):1+f028(1+%+%)d821+%+%+g—!.

o Por indugao, v,(t) = X1 _g i_f

Portanto, y(t) = lim ~,(t) = et’.
n—o0

SUBSECAO 3.4
Métricas adaptadas

Vimos na prova do Teorema 14 que a EDO com condigoes iniciais possui uma
unica solucao v definida no intervalo (tg —¢,tg + ), onde € > 0 satisfaz as trés
desigualdades abaixo:

o €<,

o< %, onde M = ({Iﬂlgz(v |F(t,z)| para V = [tg—0,to + 0] x B(zg,0),

o e< %, onde C' é a constante de Lipschitz na segunda coordenada da res-

tricako de F'a V.

As duas primeiras desigualdades sdo intrinsecas ao problema e necessarias para
definir formalmente F : X — X, mas a terceira é um artefato da prova, utilizado
para garantir que F é uma contragdo e portanto possui um tunico ponto fixo.
Abaixo, vamos utilizar uma versdo refinada do teorema do ponto fixo, que néo
necessita da terceira desigualdade. A conclusdo é que a tnica solugdo da EDO
com condigdes iniciais estd definida no intervalo (tp—¢,to+¢) com € = min{J, % .
A nova versao do teorema do ponto fixo faz uso da no¢ao de métricas equivalentes.
Seja X um conjunto.

(Métricas equivalentes) Dizemos que duas distancias d, D em X sdo equivalen-

Métricas adaptadas
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Proposicao 33

Prova

TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE EDQ’s

tes se existe A >0 tal que

4d(x,y) < D(x,y) < Ad(z,y), Ya,yeX.

Se d, D sao equivalentes, entao os espagos métricos (X, d) e (z, D) sdo essen-
cialmente iguais. Por exemplo, eles sdo iguais como espagos topoldgicos. Outra

propriedade preservada é a convergéncia:

limz, =z em (X,d) < limz, =z em (X, D).

Uma propriedade que ndo é preservada é a de um mapa ser contracdo: uma
contracao em (X, d) é Lipschitz (com constante de Lipschitz A) em (X, D), mas
nao é necessariamente uma contracdo. O proximo resultado mostra, por outro
lado, que se alguma poténcia de F é uma contragido em (X,d), entdo podemos
definir uma métrica equivalente D para a qual a propria F é uma contragdo em
(X, D). Isso é 1til porque, em muitos casos, 0 mapa que definimos nao é uma

contracdo mas apenas uma poténcia alta.

(Métrica adaptada) Seja (X,d) um espago métrico, e seja F': (X,d) - (X,d)
Lipschitz. Se existe k > 1 tal que F*: (X,d) — (X,d) é uma contracio, entio
existe uma métrica D equivalente a d para a qual F': (X, D) - (X, D) é uma
contragdo. Em particular, se (X, d) é completo entdo F' possui um tinico ponto
fixo.

Por hipétese, existe A\g < 1 tal que
d(FFz, F*y) < Nod(x,y), Va,ye X.

Tome \ = A(l)/k € (Mo, 1), e defina D: X x X - [0, 00) por
k-1

D(z,y) =Y. X'd(F'z, F'y)
=0

=d(x,y) + N Yd(Fx, Fy) + -+ X P d(F e, FFy).
E facil notar que D é uma distancia (exercicio). Vamos mostrar que
D(Fzx,Fy) < AD(x,y), Va,y e X. (3.2)
Temos

D(Fxz,Fy) = d(Fx, Fy) + \"'D(F%z, F?y) + - + X\* L d(FFe, FRy)
<d(Fxz,Fy) + N\ 'D(F2z, F2y) + -+ A" \d(z, )

=d(Fx,Fy) + N\ D(F?z, F?y) + -+ Md(z, y)

=\[d(z,y) + \'d(Fz, Fy) + - + AL g(FR Ly, Fk_ly)] =AD(z,y).

Resta mostrar que d, D sdo equivalentes:

o d(x,y) < D(z,y) claramente.

Métricas adaptadas
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Lema 34

Prova

TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE EDQ’s Melhorando o dominio da solucdo

o Para o outro lado, utilizamos que F' é Lipschitz em (X,d). Assumindo
que d(Fz, Fy) < Cd(z,y), temos

D(z,y) =d(z,y) + )\_ld(Fg;,Fy) by )\_kﬂd(Fk_lx,Fk‘ly)
k-1
<d(a,y) + (§)d(Fz, Fy) + -+ (§) dlz,y)
k-1
=[1 S s (9],

=:A

donde D(z,y) < Ad(z,y).

O]

A métrica D construida na proposicao acima é chamada métrica adaptada,
e tem diversas aplicacbes em dindmica, por exemplo em dindmica hiperbdlica.

SUBSECAO 3.5
Melhorando o dominio da solugao

Utilizando a Proposicao 33, vamos remover a hipdtese € < % na prova do Teorema

14 e obter uma solucao definida no intervalo (g —&,ty +€) com
— i J
€ =min{J, 37}
Fixe £ como acima e defina F : (X,d) - (X,d) como na Se¢do 3.2. Vamos
mostrar que F¥ é uma contracio para k grande.

Para todo k > 0, temos

k
a0, 7)< .9, vy pex

k
Como limg_, e () _ 0, conclufmos que F¥ é contracio para k grande e
o : q ¢ao p g

portanto F possui um unico ponto fixo.

Vamos estimar [[(F*v)(t) = (F*B)(t)||. Sem perda de generalidade, assuma
t > to. Escreva v, = FFv, B = F*B, e relembre que C' > 0 é a constante
de Lipschitz na segunda coordenada de F' restrito a V. Vamos mostrar que
d(ve, Br) < C*d(~y, B)I(t), onde I;(t) é uma integral miltipla em k varidveis.
Para k=1, temos

i ®) =501 = | [ Fe160) - Flsr,8s0) dsy
< [TIFGs1 (1) = Flor 80 dsi < [ Clatsn) = B s
<Cd(r.p) [ ds = Cd(x. BN (1)

—
=511 (t)
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Prova

Teorema 35

Corolario 36

TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE EDQ’s Melhorando o dominio da solucdo

Para k =2, temos

ha(®) - Ba(0)] = | [ P Gs1m(s0)) - Fsr.Bn(s)) s
<C [Min)-mils)lds <C [ [CA6 B0 dn
-y, [ [ dsadsi = . B0,

——
:212 (t)

onde na terceira passagem utilizamos o caso k = 1. Por inducao, obtemos que
k
|76 (t) = Br() [ < C*d(v, B)Ix(2),
t s1 Sk-1
onde Ix(t) = / [ f dsg---dsads;. Portanto, basta estimar Iy (t).
to Jto to

Faro. I(t) = (i=to)” to) para todo k > 1.

(t- to)

(Fato) O caso k =1 é claro. Por indugao, se Ij(t) = entao

t S k+1
e (t) = [ e(s)ds = [ 5 ds = G

o que prova o Fato. ]

Pelo Fato, segue que [x(t) - f(t)] < CRd(y, ) < (Gd(+,8), o que
prova o Lema. ]

Desse modo, obtemos a seguinte versao quantitativa do Teorema 14.

(Existéncia - versao quantitativa) Considere a EDO
z' = F(t,z),

onde F : U c R - R? é uma funcdo continua e localmente Lipschitz na
segunda coordenada e U é aberto. Considere (tg,zg) € U, e tome §, M > 0 tais
que

Vo= [to = 5,t0 T 5] X B(l‘o,é) cUeM := (mz)a,x HF(t SC)H
Entao para € = min{0, %} existe uma solugdo v : (tg — €,t9 + £) - R da EDO
com condigoes iniciais x(tg) = xg.

Se, nas condicdes acima, U = R1*% ¢

M= s |F(t)] <o,
(t,x)eR1+d

entdo para todo (tg,zg) € R™? a tnica solucio da EDO com v(tg) = z¢ é
globalmente definida, i.e. v:R — R%.
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Prova

Teorema 37

Prova

TEOREMA DE PEANO 21

| Podemos tomar ¢ = oo, e portanto o dominio de definigdo de v é R. U

SECAO 4
Teorema de Peano

O préximo teorema, conhecido como Teorema de Peano, relaxa uma das hipote-
ses do Teorema 14. Assumindo apenas que F' é continua, ele garante a existéncia
de solugdo para a EDO com condigbes iniciais. Ja sabemos, pelo Exemplo 20,
que unicidade nao é garantida se F' nao for localmente Lipschitz na segunda
coordenada.

(Peano) Considere a EDO
z' = F(t,z),
onde F: U c R'*? - RY § uma funcio continua. Para todo (tg,xo) € U, existe
~v: I - R? solugdo da EDO com condicio inicial v(tg) = o.
Dado (tg,z0) € U, seja § > 0 tal que
V= [t() - 5,t0 + 5] X B($0,5) c U,

e seja My = max |F(t,z)| < oo. Pelo Teorema de Weierstrass (Teorema 157),

podemos tomar uma sequéncia (F},)n>1 de polindémios F,(t,x) tais que suas
restrigoes a V' convergem uniformemente a F' Iy,. Em particular, existe ng > 0
tal que |F,, tv —F v || < 1 para todo n > ng. Definindo

M =max{|F1 v |-, | Fng v ||, Mo + 1},

temos que | F,(t,x)|,|F(t,x)| < M para todo (t,z) € V e todo n > 1. Defina
€ = min{J9, %} Cada F),, é C* e portanto satisfaz as hipoteses do Teorema 35,
logo a EDO com condigbes iniciais

{ x' = F,(t,x)

CL‘(to) =20
possui uma solugdo v, : (tg —&,tp +¢) — R%. Vamos obter v : I - R? como
limite uniforme de uma subsequéncia de (7y,).

FATO. Se (7, ) converge uniformemente para 7y, entdao v é solugdo de 2’ =
F(t,z) com z(tp) = xg.




Prova

Proposicado 38

Prova

TEOREMA DE PEANO

(Fato) Por simplicidade de notacdo, assuma que (7,) converge uniforme-
mente para . Entdao F,(-,7,(-)) converge uniformemente para F'(-,v(-)).
Por hipétese, temos

Yn(t) = x0 + ft: Fo(s,vn(s))ds.

Passando o limite, obtemos que

A0 =+ [ "F(s.1(5))ds.

Por fim, v(to) = lim 7, (t9) = limzp = xo. O

Resta mostrar que (7,) possui uma subsequéncia que converge uniformemente.
Para isso, aplicamos o Teorema de Arzela-Ascoli (Teorema 159), notando que:

o (vn) é equilimitada: para quaisquer ¢ e n, temos
t
I ()] < o +ft | (s, m(s))ds < [lzol + M.
0

o (7n) é equicontinua: dados t1,t2 € (tg—€,t0 +¢€), temos

bt = (@) = | [ Falsm(o)ds = [ Fulsorn()ds
<[ty —tof | Fn My || < Mty - tof,
logo as ~y,, possuem uma constante de Lipschitz comum. Isso garante a
equicontinuidade.
O

Temos um resultado interessante que decorre da prova do teorema acima.

Sejam F,F, : U c R"*% - R? tais que F, converge uniformemente para F
em compactos. Assuma que para todo (tg,xg) € U as EDO’s com condigoes

iniciais )
x' = F(t,x)
4.1

{x(to) =0 (4.1)

x' = F,(t,x)
{l”(to) =g (4.2)

possuem uma tnica solugdo local. Se v : I - RY é solucao de (4.1), 4y, : I - R?
é solugao de (4.2) com z(t,) = xp € (tn,zn) = (to,x0), entao vy, converge
uniformemente para v em compactos.

Temos

0 =0+ [ Fuls, ()i

Se vy, converge uniformemente para 5 em um intervalo compacto, entdo pas-
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Definicao 39

Proposicao 40

Prova

SOLUCOES MAXIMAIS

sando o limite na igualdade acima obtemos que

F(t) = z0 + ftOtF(s,’y(s))ds.

Pela unicidade de solugao de (4.1), concluimos que 7 = 7. Assim, todo limite
uniforme de subsequéncias de -, € igual a 7. Isso prova a proposicao. O

SEGAO 5
Solucoes maximais

Voltamos a assumir que F' é continua e localmente Lipschitz na segunda coor-
denada. Nosso objetivo agora é passar de solugbes locais para solugdes globais,
definidas nos maiores intervalos possiveis. Isso induz a definicdo de solu¢do maxi-
mal, como veremos abaixo. Nosso interesse é definir, quando possivel, as solucoes
em toda a reta R e, quando nao possivel, entender o por qué.

(Solucao maximal) Para cada (to,xg) € U, existe um intervalo aberto maximal
(w_,wy) = (w_(to,x0), w4 (to, z0)) e uma solucdo v : (w_,w;) - R? da EDO
com condicao inicial

{ ' = F(t,x)

z(to) = o

tal que qualquer outra solucdo : I - R% da EDO com condigdo inicial acima
satisfaz I ¢ (w_,w, ). Chamamos v de solu¢do mazimal.

Para definir v : (w-,w,) - R? formalmente, tome
A={y:J >R solugdo de 2’ = F(t, x) com ~(to) =z} .

Defina (w-,w;) = U J e para t € J defina y(t) = vs(t). A unicidade local
yeA
garante que 7y estd bem-definida e ¢ solugao de x’' = F'(t, ) com z(tg) = .

Nas condigoes acima, se w; < +o0o entdo para todo compacto K c U existe
t(K) tal que
t>t(K) = (t,v(t)) ¢ K.

A prova é por contradi¢do: se a solucdo ndo escapa de K, entdo ela se acu-
mula em K e pode ser estendida além de w,. Vejamos a justificativa formal.
Suponha que exista uma sequéncia t,, - w, tal que (¢,,v(t,)) € K. Passando
a uma subsequéncia, podemos assumir que (t,,v(t,)) = (wy,x1) € K. Tome
6 > 0 tal que

V=|ws =26, ws +20] x B(21,20) cU

e M = max |F(t,z)|. Sejam também
(t,x)eV

W =[ws —6,ws + 8] x B(x1,0)

e € = min{(s,%}. Pelo Teorema 35, para todo (t,z) € W existe (8 :
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(t—e,t+¢) - R? solucio da EDO com j3(t) = .

Tome n grande tal que [t, —wi| < § e (tn,7(tn)) € W. Entdo existe 8 :
(tn —€,tn +€) - R? solucdo da EDO com S(t,) = v(t,), e portanto a solucio
maximal se define pelo menos até t,, + 5 > wy, o que contradiz a maximalidade

de wy. O

Terminamos essa secao acoplando todas as solugoes maximais em uma tinica
fungao.

Definicdo 41 | (Funcdo ¢) Defina
D = {(t,to,l’o) : (to,l’o) eUete (w,(to,.%o),ahr(to,a;'g))} cRxRx Rd

e p:D - R por p(t,tg, xo) = V(to,w0) ()> onde Y(yy zy) € a solugdo maximal de
x' = F(t,z) com z(tg) = xo.

Entender o dominio D e as propriedades de ¢ corresponde a entender a
dependéncia de solugoes da EDO com respeito as condigoes iniciais. Abaixo
listamos duas propriedades béasicas de ¢, e nas proximas segoes faremos um
estudo mais detalhado:

° Sp(t()athxO) =Zg.
o %(t,to,20) = F(t,p(t,to, 20)).

SECAO 6
Continuidade de ¢

Nessa secdo, mostraremos que ¢ : D — R? é continua. Para isso, precisamos de
um melhoramento da Proposic¢ao 38.

Proposicdo 42 | Sejam F,F, : U c R""® - R? continuas e localmente Lipschitz na segunda
coordenada tais que F;, converge uniformemente para I’ em compactos. Sejam
(to,20), (tn, zn) € U tais que (tn,z,) — (to, o), € sejam 7 : (w_,w;) - R% e

Vi (wgn),wfr")) — R? as solucdes maximais de

' =F(t,z) o x' = F,(t,x)
x(tp) = xo x(tn) = xpn

respectivamente. Se [a,b] ¢ (w-,w,) entdo [a,b] c (wgn),wﬁn)) para todo n

suficientemente grande e as restrigoes de v, a [a,b] convergem uniformemente

para a restricdo de v a [a,b].

Em outras palavras: se v estd bem-definida em um intervalo compacto, entao
o0 mesmo ocorre para todas as condigoes iniciais suficientemente préximas, e as
solucOes convergem uniformemente.

Prova | A diferenga para a Proposicdo 38 é que ndo sabemos, a priori, que -, esta
definida em [a,b]. Faremos isso aumentando localmente, a partir de tg, as
solucoes pelo menos uma quantidade fixa. Para isso, tome V aberto e K
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compacto tais que
graf(y Iap) €V e K,

e tome ¢ >0 tal que [t -0,t+ 6] x B(z,0) c K para todo (t,x) € V.

AT

Yo

Se M =max{|F(t,z)|, | Fn(t,z)| : (t,z) e K e n>1} e 2¢ = min{4, %}, entao
a EDO’s 2’ = F(t,x) e 2’ = F,,(t,z) com condigdo inicial (¢,z) € V estdo bem-
definidas em (¢ - 2¢,t + 2¢). Logo, se n é grande entdo =, estd definida em
(tn — 2e,ty +2¢) D [to —e,to + €]. Pela Proposigdo 38, as restrigoes de 7, a
[to —€,to + €] convergem para a restricao de v a [tg—¢,tg +¢]. Em particular,

(toxe,m(toxe)) > (toxe,y(to¢)).

Repita o0 mesmo argumento para essa nova sequéncia convergente de pontos,
concluindo que para n grande v, estd definida em [t —2e, tg +2¢]. Novamente
pela Proposigao 38, as restrigoes de 7, a [tg — 2¢,tg + 2¢] convergem para a
restrigdo de v a [tg—2¢,t9+2¢]. Continue repetindo esse argumento. Em cada
passo, o raio do dominio de defini¢do de v, aumenta € e portanto, apds uma
quantidade finita de passos, concluimos que [a,b] c (wgn) , wﬁn)) para n grande.

A convergéncia uniforme em [a,b] decorre novamente da Proposi¢ao 38. [

Obtemos, assim, o seguinte resultado.

Dada F : U c R™? 5 R? continua e localmente Lipschitz na segunda coorde-
nada, seja ¢ : D c R?* - R? a funcdo construida acima. Entéo:

(1) D é aberto.

(2) wy:U - Ru{+o0} é semicontinua inferiormente, e w_:U - Ru{-oco} é
semicontinua superiormente.

(3) ¢ é continua.

(1) Dado (t,tog,x0) € D, seja wy = wy(to,z9). Tome a,b tais que w- < a <
t < b < w,;. Pela proposi¢io anterior, existe V vizinhanga de (tg,z¢) tal que
[a,b] ¢ (w_(t1,21),w+(t1,21)) para todo (t1,21) € V. Assim, (a,b) xV c D.
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(2) Diretamente da proposigao anterior, temos:

liminf  wy (¢, xn) > wi (o, o)
(tn:xn)"(t()ymo)

limsup  w-_(tn,zn) <w_(to,xo).
(tn,zn)_’(tmxo)

(3) Fixe (t,tp,x0) € D. Dado (r,t1,21) € D, temos

lo(r,t1, 1) =(t, to, z0) | < |o(r, t1, 21)—(r, to, zo) |+ (7, to, z0)—¢(t, to, z0) |-

O primeiro termo no lado direito converge para zero quando (t1,x1) — (to, Zo),
pela proposi¢ao anterior. Se v é a solugdo da EDO com 7(tg) = g, entao o
segundo termo ¢ | [," F(s,v(s))ds|, que converge para zero quando r — ¢. [J

SEGAO 7
Desigualdade de Gronwall e estimativa Lipschitz de
gp(tat()a')

Nessa sec¢ao, provamos algumas estimativas, chamadas desigualdades de Gronwall,
que sao classicas na teoria de EDO. Utilizaremos uma das desigualdade de
Gronwall para obter uma estimativa Lipschitz de ¢(¢,tg,zp) com respeito a en-
trada xg.

Existem diversas versoes da desigualdade de Gronwall. Em todas elas, temos
uma estimativa inicial de uma funcdo u(t) em termos de um produto u(t)5(t).
A desigualdade de Gronwall fornece uma estimativa de u(t) em termos de (8
apenas. No que segue, apresentaremos duas versdes dessa desigualdade, uma
diferencial e outra integral.

(Desigualdade de Gronwall - versao diferencial) Sejam wu, 3 : [a,b] - R fungdes
tais que v é diferenciavel.

(1) Se w'(t) > u(t)B(t) para todo t € [a,b], entdao
u(t) > u(0)exp [[ﬁﬁ(s)ds] .
(2) Se u'(t) <u(t)B(t) para todo t € [a,b], entdao

t
u(t) <u(0)exp [/ ,B(s)ds] :
a
Em outras palavras, podemos comparar « com a solugao da EDO z’ = Sx.

(1) Defina w(t) = exp [fatﬁ(s)ds], que é positiva com w(a) = 1 e diferencidvel
com

W' =exp| [ B)ds] 50 - w5

Defina f = u/w. Temos f(a) = u(a). Afirmamos que f é crescente. De fato,
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= % > 0 pois como w > 0 temos v'w > (uf)w = u(fw) = uw’. Assim,
segue que
u(t)

m = f(t) 2 f(a) =u(a) = u(t) > u(0)w(t)

para todo t € [a, b].

(2) A fungdo v = —u satisfaz v' > vw. Pela parte (1), temos

v(t)zv(())exp[fatﬂ(s)ds] . u(t)Su(O)exp[/atﬁ(s)ds].

d

(Desigualdade de Gronwall - versao integral) Sejam o € R e u,f : [a,b] - R
funcoes tais que >0 e

u(t) <a+ fatu(s)ﬂ(s)ds.

Entao

t
u(t) < cvexp [f B(s)ds] .
a
Introduza a funcao w pelo lado direito da desigualdade:
¢
w(t) =a+ f u(s)B(s)ds.

Entdo u < w e w' = uB. Como 8 > 0, segue que w’' = ufB < wB. Pela versao
diferencial da desigualdade de Gronwall, temos

w(t) <w(0) exp[fatﬁ(s)ds] = aexp[fatﬁ(s)ds]

e portanto

u(t) <w(t) < aexp [/atﬁ(s)ds] .

Agora procedemos para uma aplicacdo da tltima proposicao.

Seja F : U c R™*? » R? continua e localmente Lipschitz na segunda coorde-
nada. Entao ¢ é localmente Lipschitz na coordenada xy. Mais especificamente,
para todo (s,S0,y0) € D existe uma vizinhanga V c D de (s,s0,y0) ¢ C >0
tais que

lo(t, to, o) = (t, to, 1) | < exp [Ct - tol] [zo — 1]

para todos (t,t0,z0), (t,tg,x1) € V.

Seja V' vizinhanga de (s, sg,y0) tal que F' 'y é localmente Lipschitz na segunda
coordenada, e seja C' > 0 a constante de Lipschitz. Tome (t,tg,xo), (¢,t0,x1) €

V', e assuma que t >ty (o caso t <ty é tratado no Exercicio 17). Pela equagao
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integral, obtemos que

t
o(t,to, o) = xo + ft F(s,¢(s,to,x0))ds
0

t
90(t7t07x1) =T+ ./t F(S’w(sathxl))d‘S
0
Subtraindo e aplicando a desigualdade triangular, temos

lo(t,t0, 0) = (¢, to, 21) |
Slao-zal+ [ 1,05, t0,20)) - Flo, o5, to, 1)) s
<o =il + [ Cllp(s,to,0) = (s to, 1) s
Chamando « = |zg — z1]|, u(t) = |@(t,to, z0) — @(t,to,z1)| e B(t) = C, a al-

tima desigualdade diz que u(t) < « + ftz u(s)B(s)ds. Pela versao integral da
desigualdade de Gronwall (Proposi¢ao 45), segue que

t
u(t) < o - 1] exp Ut C’ds] _ exp [CJt = tol] |0 - 21
0

Isso conclui a prova. O

SEGAO 8
Diferenciabilidade de ¢

Agora vamos estudar a dependéncia diferenciavel de ¢ com respeito a varidvel
xo. Naturalmente, devemos fazer hipoteses mais fortes sobre a funcdo F. No
que segue, £(R?) denota o espaco vetorial das transformacdes lineares em RY.
No préximo enunciado, precisamos considerar a versdo matricial de EDO.

(EDO matricial) Dada a EDO 2z’ = F(t,z), a EDO matricial associada é
X' = F(t,X), onde X é uma matriz dxd. Dizemos que I : (to—¢, tg+e) - L(R?)
é solugdo da EDO matricial com condigoes iniciais

{X’ = F(t,X)
X (to) = Xo

se, para todo v € R%, a curva 7 : (to — &, + €) - R? definida por y(t) = T'(t)v
¢ a solucao local da EDO com condigoes iniciais

{x’ = F(t,x)
CIZ(tQ) = X(]U.

Em geral, podemos tomar X = Id.
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(Diferenciabilidade de ¢) Seja F : U c R*9 » R? continua e diferencidvel na
segunda coordenada com ‘3—1; :U - L(RY) continua. Entdo a derivada parcial

g—‘g : D > L(R?) existe, é continua, e é solucio da EDO matricial

X'= %_i(ta @(t,to, xO))X
(8.1)
X (to) = 1d.

Sem justificativas formais, podemos derivar %(t,tg,xg) = F(t,(t,to,z0)) €
obter que, caso exista, X = g—i(t,to,xo) satisfaz a EDO matricial abaixo:

0
o [gf(t,to,xo)] = & [F(t,0(t, t,20))]
9 d
% I:a_i(t,t(],ﬂio)] = g_i(tago(tat()vx())) : a_gxo(tat()ax[))

X' = g_i(tago(tat()vx())) - X.

Op

A ideia ¢ justamente ver 3£ como solugio dessa EDO.
Como nem sabemos, a priori, se g—i existe, vamos considerar EDQO’s que apro-

ximam (8.1) e usar a dependéncia continua para concluir que as solugdes con-

vergem uniformemente. O limite uniforme é, por defini¢do, a derivada parcial

g—“;. O fato abaixo permite identificar as func¢bes que definem as EDO’s que

aproximam (8.1).

FaTo. Seja f: (a,b) x A - R? uma funcio continua, onde A c R? é convexo,

tal que % : (a,b) x A - L(R?) existe e é continua. Entdo existe uma funcio

continua g: (a,b) x Ax A - L(R?) tal que
f(t,zo) = f(t,z1) = g(t,x1,22) - (x2 — 1), YVt e (a,b), V1,29 € A.
Em particular, %(t,x,x) = g(t,x,x) para todo (t,z) € (a,b) x A.

(Fato) Pela condicao requerida, devemos ter

g(t,z1,22) - (w2 —21) = f(t,21) = f(t,22)

1,
:](; %(taxl+S(l‘2—$1))-(x2—x1)ds

e portanto g se define unicamente por

1
g(t,x1,x9) = [0 g—i(t,x1+s(ac2—x1))ds.

A hipétese sobre f garante que g é continua. Por fim,

1
glt.z.o) = [ §Eta)ds = Ft.).

O]

Agora procedemos para finalizar a prova do teorema. Fixe v € R?. Para cada
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h € R, vamos identificar a EDO que o quociente de Newton

_ @(t,to, mo + hv) — o(t, to, o)
h

Zh

satisfaz. Note que zp,(to) = v para todo h. Temos

Z}’L(t) = % [F(tvgo(t’tml‘o + h’U)) - F(tu (p(tvthxO))]
= %g(t> So(t7t07x0)a ()D(tat()?xo + h’l})) : (@(tﬂfﬁa Zo + h‘U) - (p(tat07$0))
= Gip(t,to,0) - 2n(t),

onde Gp(t,to,xo) = g(t,p(t, to,x0), e(t, to, zo + hv)) e na segunda passagem
utilizamos o Fato. Também pelo Fato, temos limy_o Gp, = %—5. Pelo teorema
da dependéncia continua (Teorema 43), os quocientes de Newton zj convergem
uniformemente para a solugao z da EDO z’ = %—f(t, o(t,to,x0)) x com x(ty) =
v. Assim, g—f -v existe e é igual a z. Em particular, g—i -v é continua e solucao de
x' = %—5(t,gp(t,t0,x0)) -v com x(ty) =v. Como v e R? é arbitrario, concluimos

a prova do teorema. O

SECAO 9
Teorema de comparacao de Sturm

Assim como a desigualdade de Gronwal, o teorema de comparacdo de Sturm
também possui diversas versoes, cada uma enunciada em um contexto especifico
de interesse. Abaixo, enunciaremos de um modo aplicavel em geometria rieman-
niana (de fato, a versao abaixo pode ser vista como um “baby case” do teorema
de comparagao de Rauch).

(Equacao de Jacobi) Dada f :[a,b] > R continua, a equagdo de Jacobi de f é
a EDO de ordem dois
u” + fu=0.

E facil ver que a EDO acima tem tnica solucdo local. De fato, ela é uma
equagao linear de ordem dois definida por F(t,z,2') = —f(¢t)x. Introduzindo
y =x', na varidvel X = (z,y) temos a EDO de ordem 1 equivalente X' = G(¢, X),
onde G(t,X) = G(t,(z,y)) = (y,—f(t)x) é continua e localmente Lipschitz na
segunda varidvel X. Na versdo abaixo, o teorema de comparacdo de Sturm
compara solucoes de equacoes de Jacobi com mesmas condigoes iniciais. Relem-
bre que, por terem ordem dois, as condi¢bes iniciais de equagoes de Jacobi sdo

(u(a),u'(a)) = (uo, up)-

(Comparacao de Sturm) Sejam f,g : [a,b] — R fungdes com f < g, e sejam
u, v : [a,b] - R solugdes das equagoes de Jacobi

{u"+fu=0

V' +gv=0
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tais que (u(a),u'(a)) = (v(a),v'(a)) e v>0. Entdo:
(1) u>0.

(2) u>w.

A parte (1) diz que u ndo se anula antes de v.

Prova | A prova do teorema seguird da seguinte igualdade. Seja w = u'v — uv’. Temos
w(a) = uv'(a)v(a) —u(a)v'(a) = v'(a)u(a) —u(a)u'(a) =0 e w' = u"v-u" =
(=fu)v —u(-gv) = (g - f)uv, e dai pelo TFC obtemos

w)= [ (g~ fyun. (9.1)

(1) Por contradi¢ao, assuma que u se anule em [a, b], e seja to = min{t € [a, b] :
u(t) = 0}. Pela minimalidade, temos u'(fy) < 0. Mais ainda: u'(ty) < 0, pois
se u/(tp) = 0 entdo u é solucao com u(tp) = u'(tog) = 0 e dai, pela unicidade de
solugdo, u = 0 (o que contradiz u(a) > 0). Por um lado, w(tg) = u'(to)v(to) -
u(to)v'(tg) = u/(to)v(tp) < 0. Por outro lado, fato (g—f)uv > 0 pois o integrando
é nao-negativo em [a,tp]. Isso contradiz a igualdade (9.1) para t = to.

(2) Pela parte (1) e a igualdade (9.1), obtemos que w > 0, que se reescreve

como
! !/

Wozu = LxY — (logu)’ > (logv)".
u

As divisdes podem ser feitas e preservam as desigualdades porque u,v > 0.
Integrando e usando que u(a) = v(a), segue que logu > logv e assim u >v. [

SUBSEGAO 9.1
Estimativas para a equacao de Jacobi

Pelo teorema de comparacdo de Sturm, podemos obter estimativas das solucoes
de uma equagao de Jacobi comparando-a com a solugdo com mesmas condi¢oes
iniciais de uma equacéo de Jacobi com fung¢ado constante, a qual podemos des-
crever explicitamente as solugoes. No que segue, obteremos tal representagao.

No contexto do Exercicio 5, parte (3), se f : [a,b] - R é continua e para
todo xp € R a equagdo de Jacobi u” + fu = 0 com condi¢des iniciais (a, zg) possui
solugéo em [a,b], entdo o mapa

o, : S - R?
u > (u(t),u'(t))

¢ um isomorfismo linear, onde § = S, 1. Logo, se u1,ug € S sdo as solugoes com
®(u1) =(1,0) e ®(uz) = (0,1), entdo a tnica u e S com u(a) = A e u'(a) =B é

u = Auq + Bus.

Vejamos quem sao u1, ue quando f é constante, digamos f = K. Por simplicidade,
tomamos a = 0. Temos trés casos.
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Caso 1. K =0.

A equagao de Jacobi é u” =0, cuja solugdo com u(0) = A e u'(0) =B é

u(t) = Bt + A.

Caso 2. K =-a?.

t at

A equacio de Jacobi é u” = a®u. As funcoes e® e e”% sdo solucdes, mas nio
correspondem & base canénica de R? via ®. Tais solucdes sao u1(t) = cosh(at) e
ua(t) = sinh(at). Portanto, a tinica solucdo de u” = a®u com u(0) = Ae u'(0) = B
é

u(t) = Acosh(at) + Bsinh(at).

Caso 3. K =a?.

A equacio de Jacobi é u” = —a®u. As funcdes cos(at) e sin(at) sido solugdes
com ®(up) = (1,0) e ®(uz) = (0,a). Normalizando, definimos u1(t) = cos(at) e
ua(t) = ésin(at), de modo que a tinica solucio de u” = —a?u com u(0) = A e
u'(0)=Bé

B
u(t) = Acos(at) + — sin(at).
a

SUBSEGCAO 9.2
Equacao de Riccati

Outra maneira de estimar o crescimento da solugdo de uma equagao de Jacobi
é considerar sua derivada logaritmica. Isso s6 pode ser feito para solu¢ées com
sinal. Assuma que u"'+ fu = 0 e que u é positiva em [a,b]. A derivada logaritmica

de u é a funcao
u/

v=—=(logu)".
U
Qualquer estimativa em v se traduz em uma estimativa exponencial em wu, pois
pelo TFC temos

t
u(t) —u(a) = exp [logu(t) —logu(a)] = exp [f v(s)ds] :
a
A fungéo v também satisfaz uma EDO. De fato,
W=uw = v =uv+rw = —fu=vv+uw = v +0%+f=0.

Definicio 51 | (Equacdo de Riccati) Dada f : [a,b] - R, a equagio de Riccati de f é a EDO
de ordem 1
v+ 0%+ f=0.

Como vimos acima, toda solucdo positiva da equacao de Jacobi define uma
solucdo da equagao de Riccati. Logo, reduzimos o estudo de solugoes positivas
de uma EDO de ordem dois para o estudo de solugoes de uma EDO de ordem
1. O prego a pagar é que a nova EDO nédo é mais linear. A relagdo entre as
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EXERcCicCIOS

equagoes de Jacobi e Riccati é muito explorada no estudo da dinamica de fluxos
geodésicos.

SEGAO 10
Exercicios

| Prove que o espaco métrico (C°[a,b], dw ) definido no Exemplo 25 é completo.
| Mostre que toda contragdo é continua.

Usando a Proposicao 13, enuncie e prove o Teorema 14 para EDO’s de ordem
superior.

Considere a EDO com condigGes iniciais

2’ =3z +5,2(0) = 1.

Pelo teorema de existéncia e unicidade, a solu¢do da EDO é igual ao limite de
fungdes {7y, }n>1 calculadas iterativamente.

(a) Tomando 7o(t) =1, calcule v1,7v2,73, V4.

(b) Mostre 7, é da forma

n
() =1+ apth,
k=1

onde {ay }x>1 satisfaz ay = 3“%, Vk > 2.
(¢) Ache a solucao limy,, o v (t).

(Equacbes lineares) Dado um intervalo aberto I, seja F' : I x R? - R? dada por
F(t,z) = A(t)x + B(t), onde A, B: I - GL(d) sdo continuas.

(1) Mostre que para todo (tg,z0) € I x R¢ a EDO com condigées iniciais

{ x' = F(t, )

l‘(to) =X
possui tnica solugao local.

(2) Assuma que B = 0. Dado [a,b] c R, assuma também que a EDO com
condigdes iniciais (a, o) tem solucao vy, : [a,b] - R? para todo xq € R%,
Mostre que o espaco de solugoes

Slap) = {’Ya:o txg € Rd}

é um espaco vetorial. Mostre também que para todo ¢ € [a,b] o mapa
Y € S[ap) = V() € R? é um isomorfismo linear.

(3) Enuncie e prove a versao de (2) para EDO’s de ordem superior.



Exercicio 6

Exercicio 7

Exercicio 8

Exercicio 9

Exercicio 10

Exercicio 11

EXERcCicCIOS

(Equacdo linear com coeficientes constantes) Seja A € GL(d). Dado zg € RY,
mostre que a unica solucao de

z' = Az

x(0) = xg

é v(t) = ez, onde

para toda B € GL(d).

(Equacao linear matricial com coeficientes constantes) Seja A € GL(d). Mostre
que a unica solugdo X : R - GL(d) de

X' = AX
X(0)=1d
6 X (1) = et

Seja F': R x R? - R? uma funcdo Lipschitz. Mostre que para todo (to,zo) €
R x R? a EDO com condicdes iniciais

' =F(t,z)
z(to) = zo
possui uma tinica solucdo v : R - R,

Sejam F,G : R — R funcbes continuas tais que F' é Lipschitz. Mostre que para
todo (tg,z0) € R? o sistema

{ ' =F(z),z(tg) = zo
y=G(@)y,y(to) =yo

possui tnica solugao local. O resultado permanece valido se F' nao for Lips-
chitz?

(Teorema de Kneser) Na notagao do Teorema de Peano (Teorema 37), assuma
que d = 1. Dado c € [tg,to + €), mostre que o conjunto

Se={y(c):7: 1R ésolucio de z' = F(t,x),x(tg) = z9, com ce [}

é um intervalo fechado.

Sejam F,G : R? - R contimuas tais que as EDO’s com condicdes iniciais
possuem tUnica solugao local. Suponha que F(t,z) > G(t,z) para todo (¢,x) €
R2. Dado (tg,z0), sejam v:I - R e 3:.J - R solucdes de

{x'=F(t,:17) o {:L"=G(t,x)

z(to) = o z(to) = o

respectivamente. Mostre que ~(¢) > 5(t) para todo t > tg em I n.J. Mostre

que a mesma conclusao vale se supusermos apenas que F'(t,x) > G(t,z) para
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| todo (t,z) e R2.

Exercicio 12 | (Fluxo de campos de vetores) Sejam F : R? - R? um campo de vetores conti-

nuo, localmente Lipschitz na segunda coordenada e tal que sup |F'(z)] < oo.
zeRd
Mostre os seguintes itens:

(1) Para todo xg € R%, o problema

{x’ = F(x)

z(0) = xo
possui uma tnica solucdo v : R - RY.

(2) Para cada t € R, seja ¢; : RT - R? a fungio ¢(20) = Vay (1), onde 4z,
é a solucdo de (1). Entdo ¢; é um homemorfismo para todo t € R e
Vs = @t © s para todos t,s € R. A familia ¢ = {¢;}1er é chamada de
fluzo associado ao campo de vetores.

Exercicio 13 | (Campo gradiente) Dada F': U c R? > R, o campo gradiente de F é definido
por X =VF:U - R% Seja 7 solucio de

{x’ = F(x)
x(0) = xo.

Mostre que ou ~(t) = xy para todo ¢t € R ou a composicdo F o~y é estritamente
crescente. Em particular, as tinicas solugdes periédicas sao constantes.

Exercicio 14 | Sejam X = (X1,...,X,) : R? > R? um campo vetorial de classe C' ¢ V : R? -

R diferencidvel tais que Y&, %Xi <0eV(x)>|z|? para todo € RY. Mostre

que para todo g € R? a solucdo de

{x’ = X(z)
x(0) = xo

estd definida em (0, +00).

Exercicio 15 | Prove que a funcdo ¢ definida na Secéo 5 é localmente Lipschitz na primeira
coordenada.

Exercicio 16 | Assumindo que u > 0, prove a desigualdade de Gronwall como abaixo:

(1) Introduza a derivada logaritmica f =u'[u = (logu)’. Se u' > uf3, conclua
que f > 0.

(2) Aplique o teorema fundamental do célculo e conclua que

u(t) t
log[m]2L B(s)ds.

(3) Prove a desigualdade de Gronwall.




Exercicio 17

Exercicio 18

Exercicio 19

Exercicio 20

Exercicio 21

EXERcCicCIOS

(Reversao temporal) Dada F : U c R » RY, seja V = {(~t,z): (t,z) e U} e
defina G : V - R? por G(~t,z) = —F(t,z). Mostre que v : I - R? é solucio
de a' = F(t,z) se e somente se 3: —I - R?% dada por B(~t) = v(t) é solucdo de
x' = G(t,z). Use isto para provar o caso t <ty na Proposi¢ao 46.

Seja F : R x R? - R? uma funcéo par, isto é, F(t,z) = F(~t,-z) para todo
(t,z) e R x R% Sabendo que F é continua e localmente Lipschitz na varidvel
x, mostre que se v : R - R? é solucdo da EDO com condicdes iniciais

x' = F(t,z),z(0) =0,
entdo v é impar, isto é, y(t) = —y(-t) para todo t € R.

Seja a > 0, e seja K : R - R tal que K(t) < -a?,Vt € R. Seja u: R - R uma
solugdo da EDO

u' +Ku=0

u(0) =1,4/(0) = 0.

Mostre que u(t) > cosh(at), Yt > 0.

Seja f : [a,b] = R continua com f < 0. Mostre que se u é solugdo nao-
identicamente nula da equacao de Jacobi u”+ fu = 0, entdo u possui no maximo
um zero. (Dica: caso haja dois, existe ¢ € [a,b] tal que u'(¢) = 0. Trocando u
por —u se necessario, podemos assumir que u(c) > 0. Agora aplique o teorema
de comparagao de Sturm).

Seja f : [a,b] - R continua com f > ¢? para uma constante ¢ > 0. Mostre que
para qualquer intervalo I c [a,b] de comprimento > 7/c existe t € I tal que

u(t) = 0.
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CAPITULO

Mecanica celeste 11

SECAO 11
Problema de Kepler

O problema de Kepler, também conhecido como problema da forca central, é
um caso particular do problema dos dois corpos, em que assumimos que um
dos corpos celestes tem massa bem maior do que a do outro a tal ponto de o
considerarmos parado. A discussdo desse problema tem trés papéis:

o sendo uma simplificacdo do problema dos dois corpos, o problema de Kepler
serve como um exemplo introdutoério a mecanica celeste.

o de fato, o problema dos dois corpos pode ser reduzido ao problema de
Kepler, como veremos na proxima secao.

o introduziremos elementos basicos da dindmica hamiltoniana, que é extensi-
vamente utilizado em sistemas dindmicos e constitui uma area de pesquisa
independente.

Considere dois corpos celestes de massas mq, ms. Pelas leis de gravitagao de
Newton, o corpo de massa mj exerce sobre o corpo de massa meo uma forca de
intensidade F' = %, onde 7 é a distancia entre os corpos. Pela segunda lei
de Newton, a aceleragdo as do corpo de massa my satisfaz

GmlmQ Gm1
2 T T e

maag = r

Similarmente, a aceleragdo do corpo de massa mq é a; = GT”JQ Se m1 > mo
entdo a1 < as, de modo que uma simplificacdo do problema consiste em assumir
que o corpo de massa my é fixo, i.e. ndo se move. KEssa aproximacdo, embora
matematicamente util para o que faremos na sequéncia, nao representa a priori
a situacdo real do problema dos dois corpos: mesmo que um dos corpos tenha
aceleragao negligivel em comparacao ao outro, ele ainda se move e portanto pode
ter um comportamento extremamente complicado ao passar do tempo.

Feitas as devidas adverténcias, vamos proceder a formulacdo matemética do
problema de Kepler. Coloque o corpo de massa m; na origem do plano carte-
siano. Como ele permanece parado, podemos desconsidera-lo e apenas assumir
que o outro corpo celeste, a partir de agora com massa denotada por m, esta

sujeito & acdo de uma forca apontando para a origem de intensidade

k
Fl ==,
1] =3

onde r é a distdncia para a origem. Definimos, assim, um campo gravitacional
F :R%\{0} - R? dado por F(z) = —kﬁ. O sinal negativo significa que a forca
é central, apontando para a origem.
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Prova

ProBLEMA DE KEPLER

\

Como feito acima, a aceleragao do corpo é igual a 2" = —%W, que define
uma EDO auténoma de ordem dois. As condicbes iniciais do problema sdo a
posicdo inicial zg € R? e a velocidade inicial vy € R%. Como (z¢,v0) € R?*, dizemos
que o grau de liberdade da EDO é quatro. Chegamos assim, a formulacao abaixo.

PROBLEMA DE KEPLER. Descrever as leis de movimento de um corpo de massa
m sujeito ao campo gravitacional central F'(z) = —%ﬁ com posicao e veloci-

dade iniciais g, v € R?.

A funcdo que define a EDO é f : Rx(R?\{0})xR? - R? dada por f(t,z,z) =

—%ﬁ Como F' é continua e localmente Lipschitz na segunda coordenada

(exercicio), cada condigao inicial do problema define uma tnica solugdo. Assim,
as solugdes existem. Abaixo, vamos identificd-las qualitativamente. O primeiro
passo é reduzir a EDO para uma EDO de ordem 1. Introduzindo a variavel
v =2', obtemos a EDO equivalente

r =0

/ k =z
v = —EW
Na formulacdo acima, a EDO é um caso particular de uma classe importante
de equacdes da dindmica hamiltoniana. Essa perspectiva permite entender, do
ponto de vista matematico, varias propriedades fisicas intrinsecas ao problema,
como a lei de conservacido de energia. Antes de definir o formalismo bésico
da dindmica hamiltoniana, vamos observar que o campo gravitacional F' é um
campo gradiente.

O campo F ¢ gradiente. Mais especificamente, F' = VP onde P :R?\{0} - R
é definido por P(z) = ﬁ

Se = = (21,22), entdo P(z) = k(x? + x%)_% e daf

fél 2 2y-3 ;
a:Z =k(-1) (2] +23) 22z = ~kits

Assim, VP(z) = F(x). O
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Definicao 53

Definicao 54

Definicao 55

Proposicao 56

Prova

ProBLEMA DE KEPLER 39

(Hamiltoniano) A fun¢do hamiltoniano ou simplesmente hamiltoniano do pro-
blema de Kepler é a funcio H : (R?\{0}) x R? - R definida por

o2 1 o2 k1
Hy = WP Ly P

2 ml]

A priori, o hamiltoniano parece ser algo que ndo fornece muita informacao.
O ponto de partida de sua utilidade reside no célculo de suas derivadas parciais

%—Ij(:r,v) =0
% (4,0) = ~LVP(a) = £ &=,

que sdo exatamente as fungoes que descrevem a EDO de ordem 1 do problema
de Kepler. Esse formalismo permite reescrever tal EDO por meio das equagcoes
de Hamilton-Jacobi.

(Equagoes de Hamilton-Jacobi) As equagées de Hamilton-Jacobi definidas pelo
hamiltoniano H sao

r_oH
T =3
r_ _0H
U ="z

Agora é facil provar que H é constante ao longo das solugdes.

(Energia) A energia do problema de Kepler é definida por

||v(t)||2 1

E(t) = H(2(t),0(t)) = —— - —P(x(?)),

2
onde M representa a energia cinética e —%P(w(t)) a energia potencial.

(Lei de conservagao de energia) Se (x(t),v(t)) satisfazem as equagoes de
Hamilton-Jacobi, entdo a energia E(t) é constante.

Pela regra da cadeia e equagoes de Hamilton-Jacobi, temos

E,(t) = %H(m(t),v(t)) = (8@_];7 >+ <%Ij’v,> = (%_I;’ 83_13> - <%_Iga 88_1;) =0.

A funcdo H também é chamada de primeira integral do movimento. Ela
descreve uma relagdo implicita entre x e v, e assim reduz o grau de liberdade da
EDO de quatro para trés. Se acharmos mais integrais “linearmente independen-
tes”, podemos reduzir ainda mais o grau de liberdade. Caso ele seja reduzido
a um, obtemos uma descricdo geométrica para a curva solucdo como sendo a
intersecdo de subvariedades de codimensdo 1. E isso que faremos, introduzindo
mais dois invariantes ao problema de Kepler. Tais invariantes sdo propriedades
fisicas. A proxima é a preservagdo do momento angular.



ProBLEMA DE KEPLER

Definicdo 57 | (Momento angular) O momento angular é definido por
L=xxp=m(zxv),
onde p = mv é o momento.

Note que L é um vetor em R?, perpendicular ao plano cartesiano em que o
corpo de massa m se move.

TL

Yo
Lo

Lema 58 | (Lei de conservagao do momento angular) No problema de Kepler, L é preser-
vado ao longo de trajetoérias.
Em outras palavras, o médulo de L é constante.
Prova | A derivada de L é
! ! ! k z
L'=m(z'xv+zxv)=mlvxv+ax|-——=]|=0.
m |z

O

Portanto, L é uma segunda integral de movimento. A tultima invaridncia do
problema é a invaridncia por rotagbes: como o campo gravitacional é central,
ele é simétrico com respeito a origem e portanto as solucdes sdo invariantes por
rotagdes. Vamos formalizar esse fato. Dado 3 € R, seja R = Ry a rotacao de
angulo f:

R2 _, B2 _|cosB —sinf
R:R" =R R_[sinﬁ cosﬁ]'

Lema 59 | (Invaridncia por rotagoes) Se x(t) é a solu¢ao com condigoes iniciais (g, <o, vo),
entdo Rx(t) é a solugdo com condigdes iniciais (tg, Rxo, Rvp).

Rx(t)

x(t)
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Pelo teorema de existéncia e unicidade (Teorema 14), basta checar que Z(t) =
Rz (t) satisfaz a EDO com condigdes iniciais

~II k T
T =——1=3
m [Z]3

%(to) = Rxo,f,(t()) = RU().

E claro que as condigbes iniciais sdo satisfeitas. Resta checar a EDO. Como
R preserva norma, temos

X

k
m |7

f”:R;ﬂ’:R[—k x ]= k Rr

mlaP] m|Raf®

d

Agora vamos descrever qualitativamente as solu¢des do problema de Kepler.
Para isso, vamos usar os Lemas 58 e 59. Inicialmente, observe que se xg,vg
sao colineares (L é o vetor nulo), entdo o movimento ocorre ao longo da reta
{txo : t € R} e portanto a EDO é unidimensional. A partir de agora, assumiremos
que xg,vo nao sao colineares, i.e. L # 0. Vamos provar que a trajetoria x(t)
estd contida em uma conica. Por nao sabermos a priori qual conica obteremos,
trabalharemos com coordenadas polares (r, ), pois nessas coordenadas todas as
cOnicas tém a representacdo universal

r(1+ ecosf) = const. (11.1)

O tipo de cOnica depende da excentricidade e:
o e =0: circunferéncia.
o 0<le|<1: elipse.
o |e| = 1: pardbola.

o |e| > 1: hipérbole.

Sejam r(t), 0(t) as coordenadas polares de 2:(t), i.e. x(t) = r(t)(cosf(t),sinb(t)).

Quando possivel, omitiremos a varidvel t. No que segue, ' denota a derivagao
com respeito a t. Defina os vetores

C = (cosb,sinf)
N = (-sin6,cosh),

que formam uma base de R?. Para obter (11.1), vamos calcular L usando a
base {C,N} e a base canonica. Comegamos com a base {C,N}. Temos = =
r(cosf,sinf) =rC e

v=a"=7"(cos,sind) +r(-siné,cos0)d =r'C +rf’'N,
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assim
0
L=m(zxv)=m(rC) x (r'C +r0N) =mr?0’(C x N) =mr?0"|0|. (11.2)
1

Como L é constante nio-nulo, segue que mr20’ = Ly é constante e nao-nulo.
Em particular, #” # 0 e portanto podemos escrever ¢ = t(#) e representar x,v na
variavel 6. Vamos identificar a EDO que v satisfaz com respeito a essa variavel.

Pela EDO, temos
ok =z krC  k

= — ——— T e — — T —_C‘
v m |z m 3 mr?
Pela regra da cadeia,
v k K .
Vo= e T % T _mTQLDC = —L—O(cosﬁ,sme).

Assim, pelo Teorema Fundamental do Calculo

v = —ﬁ [(sinf,-cosf) + (a1,a2)],
Lo

onde aq,as sdo constantes. Pelo Lema 59, podemos aplicar uma rotacao e as-
sumir que oy = 0. Escreva (a1, a2) = (0,—-e). Entdo v = —Lﬁo(sinﬂ,—cosﬂ -e).
Relembrando que x = r(cosf,sin ), obtemos que

el €2 e3 0
k k
L:m(:rxv)zm(——r) cosf sinf 0 =%(1+ecos9) 0].
07 lsinf —cosf—e 0 0 1

Igualando com (11.2), concluimos que

2
m_k:r(l +ecosf) =Ly = r(l+ecosh) = ﬁ,
L[) mk
que é a equacao de uma conica.

Para finalizar essa secio, vamos consider o problema de Kepler em R? e
mostrar que ele se reduz ao problema de Kepler em R?. Para isso, basta notar
que a prova do Lema 58 se aplica ipsis literis e portanto o momento angular
L =m(x xv) é constante. Isso diz que os vetores x, v estdo sobre o plano II que
passa pela origem e contém xg, vy, veja a figura.
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Lo

Vo

II

Assim, o corpo estd sujeito ao problema de Kepler em II = R2.

SECAO 12
Problema dos dois corpos

Agora estudaremos o problema dos dois corpos em R3. Considere dois corpos de
massas mi, My em ]R3, sujeitos apenas as forgas gravitacionais que um exerce no
outro. Sejam z; = posicao do corpo i e v; = velocidade do corpo 1.

A

1

As forcas resultantes no corpos 1 e 2 sdo

o= k-%2=t1 . Z1=%3
1= F P = F e

Fo = _fT2=21
2=k,

Pela segunda lei de Newton aplicada ao corpo 1, temos

Tr1 — X9 k r1 — X9
myvy = Fy = -k = v]=-

EEAE my a1 —a2[?

Fazendo o mesmo para o corpo 2, obtemos a EDO de ordem 1 do problema dos
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dois corpos, dada pelas quatro equacdes abaixo:
! !
.’L‘l =1 1'2 = V2

_k _xi-wy
mi [z1-z2]3

k  x2-x1

I _ I _ __ kK _T2—T1
v1= Y2 = T Teo-ai P

A funcéo que define essa EDO auténoma é f:R x V — R!2 definida por

k  x1-x9 k x9-1
f(t, 1,01, 20, v2) = | v1,— :

my |z —z2? 7 ma oy -2

onde V = {(x1,v1,22,v2) € R12Z: 2y # 25} é aberto. Como f é continua e local-

mente Lipschitz na segunda coordenada (exercicio), o teorema de existéncia e
unicidade (Teorema 14) garante que cada condi¢ao inicial (tg, x1(t0),v1(t0),x2(t0), v2(t0)) €
R x V' define uma tnica solugdo local. Assim como no problema de Kepler, po-

demos descrever explicitamente tal solugdo. Uma das abordagens é introduzir

integrais de movimento a partir das propriedades fisicas do sistema. Ao invés

disso, vamos aproveitar o que ja fizemos na secdo anterior, mostrando que a

EDO acima pode ser simplificada e interpretada como dois problemas de Kepler
separados. De todo modo, ¢é interessante observar que a EDO acima também

possui um hamiltoniano que descreve a energia total, definido por

ma o [* . mava|® 1

H($1,U1,$2,U2) = )
2 2 ”371 — X9 H
veja o Exercicio 23.
Para reduzir o problema dos dois corpos a dois problemas de Kepler, vamos
utilizar o centro de massa.

Definicao 60 | (Centro de massa) O centro de massa do problema dos dois corpos é

_ m1 mo mix1 + maZ2
T = 1 + T = .
mi +mo mi + meo mi1 + Mmoo

Intuitivamente, o centro de massa é a posicao onde podemos concentrar toda
a massa do sistema. Ele costuma possuir um comportamento mais simples do
que o corpos que o definem. Isso de fato ocorre no problema dos dois corpos.

Lema 61 | No problema dos dois corpos, temos Z'/ = 0.
Em outras palavras, T possui um comportamento linear.

Prova | Temos

(my +m2)Z" =myx] + moxy

B [ k  x1—-x9 :| [ k' xo—m ]_
=my | +mg|-——"———|=0.

T my [z — 21 [

O]

Portanto, existem A,B € R? tais que T = At + B. Quando isso ocorre,



PROBLEMA DOS DOIS CORPOS

os fisicos consideram um referencial se movendo como o centro de massa, de
modo que o centro de massa pode ser considerado fixo e localizado na origem
do referencial, e entendem como os corpos se movem com respeito a esse novo
referencial.

Do ponto de vista matemaética, isso consiste em introduzir novas coordenadas

ao problema;:
Ti=x1-At-B To=a9—At- B

’171:1}1—14 ”1722’[)2—14.

Para entender como os corpos se movem nesse novo referencial, usamos a EDO
satisfeita por (x1,v1,22,v2) para encontrar a EDO que (71,71, T2,702) satisfaz.
Vejamos:

~

o Ty =al-A=v-A=7;.

k.  x1-x2 k. T1-T2

RN T AN e Y Kl

o Uy =] =
O mesmo vale para 7, T2. Note que agora o centro de massa é

ml(xl —At—B) +m2(x2 —At—B)
mi1 +Mmo

=z-(At+ B) =0.

Assim, no novo referencial temos o centro de massa na origem. A partir de agora,
toda a discussdo serd feita com respeito a esse referencial. Por simplicidade,
vamos denotar as coordenadas do novo referencial por x1,v1, z2,ve. Logo mizi+
moxo = 0. Essa identidade é a chave para reduzir o problema dos dois corpos a
dois problemas de Kepler. Temos

.7322—%1’1 — a:l—ajgz(—mQ_ml)xl

ma
e portanto
ma2—-—mi
o k ( mo )'xl - _ky Z1
1 - 3 - 37
mi ( ma—-my ”{L‘ ”3 “-TlH
mo 1
km?2 , . .
onde k1 = ————=2— é constante. Assim, (x1,v1) satisfazem
mi(ma—m1)

:L',1=U1

I _ T
) =~y 2
1 Hai[®
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que é um problema de Kepler em R3. Similarmente, (z2,v7) satisfazem um
problema de Kepler em R3:

xh = Vo
I e T2
vy =~k

Assim, com respeito ao referencial do centro de massa, cada um dos corpos
realiza um movimento conico em um plano. De fato, os planos dos movimen-
tos coincidem. Para provar isso, calculamos o momento angular de cada corpo
separadamente. Derivando o = —%xl, temos v = —%vl. Assim,

Lo = ma(x2 x v2) = ma (—%fﬁ) X (_%Ul) = oo [ma (21 xvr)] = T2 Ly,

ou seja, os momentos angulares sdo proporcionais. Assim, os planos IIy, Il que
contém os movimentos dos corpos 1 e 2 coincidem. Nesse plano, cada corpo se
move ao longo de uma cOnica que tem a origem como um dos focos.

mi

- &
N

™
s

m2

Finalizamos essa secdo notando que, de fato, o grau de liberdade da EDO
do problema dos dois corpos pode ser reduzido a um por meio de integrais de
movimento. Relembre que as condicdes iniciais sdo (z1,v1,22,v2) € R'2, logo o
grau de liberdade inicial é 12. Temos os seguintes invariantes:

o Hamiltoniano H (veja o Exercicio 23): grau de liberdade = 1.
o Centro de massa 7 = At + B, com (A, B) € R%: grau de liberdade = 6.
o Momento angular L: grau de liberdade = 1.

o Invaridncia pelo grupo de rotacao SO(3): grau de liberdade = dim(SO(3)) =
3.

Juntos, os invariantes reduzem 1+ 6+ 1+ 3 =11 graus de liberdade.

SEGAO 13
Problema dos trés corpos

Finalizamos esse capitulo discutindo o problema dos trés corpos em R3. Con-
sidere trés corpos de massas mi,mo,m3 em R3, sujeitos apenas as forcas gra-
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PROBLEMA DOS TRES CORPOS 47

vitacionais que exercem uns nos outros. Sejam xz; = posicdo do corpo i e v; =
velocidade do corpo i.

my

Y

A forga resultante no corpo i é

F==-S Gmim; —=%_ = _Gm m;
v Z v w3 ’Z T

Tz 13"
T;—T
j#:i g JH

Pela segunda lei de Newton, temos

Ti—T;
Ti—Tj H5

=F; = szng”x QZCJHJ = v = szﬂu

Assim, o problema dos trés corpos satisfaz uma EDO de ordem 1 dada pelas seis
equacoes abaixo:

A funcio que define essa EDO autoénoma é f: R x V — R!® definida por

_ To—T;
f(t,x1,v1,29,v2,73,03) = | v1, GZ ]Hm z; H37 V2, szj lz2-2; H37

T3—T;
GZmﬂHza =l B

onde V = {(x1,v1, T2, v2,23,v3) € R12 : 2y # 29 # 23 # 21} é aberto. Como f é



Exercicio 22

Exercicio 23

EXERcCicCIOS

continua e localmente Lipschitz na segunda coordenada (exercicio), o teorema
de existéncia e unicidade (Teorema 14) garante que cada condigdo inicial

(to, 1(t0),vi(to), z2(to), v2(t0), z3(t0), v3(t0)) e R x V

define uma tnica solucao local. Porém, nesse caso ndo temos integrais de mo-
vimento suficientes para baixarem o grau de liberdade a um. E por isso que,
dentre outras razoes, o problema dos trés corpos permanece sem solucao.

SECAO 14
Exercicios

(Prova alternativa do problema de Kepler) Vamos fornecer outra maneira de
provar que as trajetorias no problema de Kepler estdo em uma conica. Utili-
zando a mesma notacdo da Secdo 11, assuma que ja temos mr26’ = Lg # 0.

(1) Introduza a varidvel u = rf’. Nessa varidvel, a equagdo da coOnica é
equivalente a u = ¢(1 + ecos ) para constantes c,e.

(2) Usando a EDO do problema de Kepler, mostre que

Usando que v =7'C' +rf’' N, mostre que
v =" -ud")C + (r'0" +u")N.

Conclua que
r’ —ub = —Lﬁoe’ (D)

r'o’+u =0. (II)

(3) Use (II) e a regra da cadeia para mostrar que ug = —r’. Derive mais uma
vez para obter que 1" = —ugpf’. Substitua essa igualdade em (I) para
concluir que

Ugg + U = Lio'

(4) Obtenha que u = Lﬁo(l +ecos(f—6y)). Pelo Lema 59, assuma que 0y =0

e conclua que .

u=7-(1+ecosb).

Utilizando a notacao da Se¢ao 12, defina H : R xV — R por

mafor* malua]® 1

H(z1,v1,22,02) = — 5 R



Exercicio 24

Exercicio 25

EXERcCicCIOS

(1) Mostre que

OH T1—x2 oH T2—X1

or1 [z1—z2]? Oxs |z2—z1]°
(]

OH _ oH _

vy mivp vy mov9.

(2) Conclua que se (z1(t),v1(t),x2(t),v2(t)) é solu¢ao do problema dos dois
corpos, entdao E(t) = H(x1(t),v1(t),x2(t),v2(t)) é constante.

Considere o problema de Kepler, descrito pela EDO

{x’:v
r__k z
VT TP

onde (z,v) € R? x R? representam a posicao e velocidade, 2 # 0. O objetivo
desse problema ¢é provar a segunda lei de Kepler: uma solugdo do problema de
Kepler varre areas iguais em tempos iguais. Mais precisamente, vamos mostrar
que se A(t) = drea varrida pela trajetéria até o tempo ¢, entao % é constante.
Sejam (r,0) as coordenadas polares, e seja L = m(z x v) o momento angular.
Pela igualdade (11.2), L é uma integral do movimento com comprimento igual
a Lo =mr?0’.

(a) Considere a trajetéria entre angulos 6 e 6 + df, e seja dA a &rea varrida

. 2
entre esses tempos, como na figura abaixo. Mostre que dA ~ %.

)d9 e . y

(b) Prove que ‘2—‘? = é:TOw uma constante.

Enuncie o problema dos n corpos em R?, e descreva a EDO de ordem 1 que o
problema satisfaz. Qual sua dimensao (grau de liberdade)?
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CAPITULO

Sistemas dinamsicos: definicoes I11
basicas e homeomorfismos do
intervalo

Os exemplos iniciais aqui tratados foram motivados pela fisica, e naturalmente
sao definidos para todo tempo t € R (tempo continuo). Um dos modos de estudar
tais problemas foi desenvolvido por Poincaré, ainda no final do século XIX:
considerando uma secdo X transversal a uma trajetéria recorrente, podemos
definir uma transformacao de retorno f: ¥ — X, onde f(z) é a primeira posigao
em que a trajetoria positiva de x intersecta X.

by
() = f(x)

A transformagado f é o que chamamos de um sistema dindmico com tempo
discreto. Entender f permite entender algumas propriedades do problema inicial.
No que segue, vamos definir formalmente essas duas possibilidades para dindmi-
cas, com tempo discreto e com tempo continuo. Introduziremos conjuntos que
sao utilizados para analisar o comportamento de sistemas dindmicos. A razao de
introduzi-los é, além de apresentar ao leitor conceitos importantes, possibilitar
que eles trabalhem com os conceitos e obtenham um melhor entendimento de
dindmicas basicas. Finalizamos o capitulo estudando a dindmica dos homeomor-
fismos do intervalo. Tal classe é interessante pois podemos caracterizar todo o
comportante, no futuro e passado.

SECAO 15
Transformacoes e fluxos

Fixe um conjunto X, que representara nosso espaco de fase, igual a todas as
possiveis configuracoes do sistema. Em geral, assumimos que X possui estruturas
adicionais, por exemplo que ele é um espago topoldgico/métrico compacto ou
uma variedade Riemanniana compacta. Definida no conjunto X, consideraremos
uma dindmica, que representa uma regra que descreve como as configuragdes do
sistema variam com o tempo. O objeto principal de estudo é o par (espago de
fase, dindmica). Comegamos definindo dindmicas com tempo discreto.
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TRANSFORMAGOES E FLUXOS

Definicdo 62 | (Transformacao) Uma transformagdo em X é uma fungdo f: X - X. O par
(X, f) é chamado de dinamica com tempo discreto.

Intuitivamente, f é a maneira que permite entender a configuracdo do sis-
tema em toda unidade discreta e positiva de tempo, de modo que se x representa
a configuracdo no tempo 0, entdo f(z) representa a configura¢do no tempo 1,
f?(z) representa a configuracio no tempo 2 e assim sucessivamente.

zo=x a1 = f(x) 2= f2(x) zn = f(z)
] > @ > @ > o — >
Estado no Estado no Estado no Estado no
tempo 0 tempo 1 tempo 2 tempo n

Se, adicionalmente, f é invertivel, entdo também podemos entender a configura-
cdo do sistema em unidades discretas e negativas de tempo: f~!(z) representa
a configuracdo no tempo —1, f~2(z) representa a configuracdo no tempo -2 e
assim sucessivamente.

X

pp—

S/ NS
Fi) /

()

De agora em diante, para simplificar o entendimento dos conceitos, focare-
mos nas definigoes para f invertivel. Antes, vejamos a definicdo de dindmica
com tempo continuo.

Definicdo 63 | (Fluxo) Um fluzo em X é uma familia ¢ = {¢; }+cr de transformacgoes p; : X —
X tais que pg =1Id e props = s para todos ¢, s € R. O par (X, ¢) é chamado
dinamica com fluxo continuo.

roo o oes(x) o pres()
(] > o > @
t+s

Cada ¢y € invertivel, com inversa ¢_;. Em outras palavras, se f é invertivel
entdo f define uma Z-acdo em X, enquanto que um fluxo define uma R-acéo
(familia a 1 pardmetro). Em termos bem abrangentes, podemos dizer que o
principal objetivo dos sistemas dinamicos é o seguinte.

OBJETIVO DOS SISTEMAS DINAMICOS. Entender o comportamento dos sistemas
ao longo do tempo, isto é, entender f"(x) e ¢:(x) quando n,t - +oco, para cada
ou a maioria das condigoes iniciais x € X.
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TRANSFORMAGOES E FLUXOS

Para isso, introduzimos a nog¢ao de érbita.

Definicio 64 | (Orbita ou trajetéria) A drbita ou trajetéria de x para (X, f) é
O4(z) = {f*(2) i n e Z}.

A 6rbita ou trajetoria de x para (X, ) é

0y(x) = {pi(x) :t < R).

Desse modo, nosso objetivo é entender os conjuntos Of(z) e Oy,(z). Certa-
mente, as orbitas mais simples sdo as periddicas.

Definicao 65 | (Ponto peridédico) Dizemos que z € X é periddico para f se existir n # 0 tal
que f"(z) = . O menor n tal que f*(x) = x é chamado de periodo de z.
Similarmente, dizemos que x € X é periodico para o fluxo ¢ se existir ¢ # 0 tal
que ¢i(x) =x. O menor t >0 tal que ¢;(x) =z é chamado de periodo de x.

Denotamos por Pers(z) = Per(z) o perfodo de x com respeito a f, e simi-
larmente por Per,(z) o perfodo de = com respeito a ¢. As érbitas periddicas
dependem apenas de um intervalo finito de tempos. Para analisar as 6rbitas nao
periddicas, as seguintes nogoes tornam-se iteis.

Definicdo 66 | (w-limite e a—limite) Dados (X, f), para cada x € X definimos o conjunto
w—limite de x por

we(z) =w(z) = {y € X : In; - +oo tal que f"*(x) > y}

e o conjunto a—limite de x por

wr(z) =w(x) = {y € X : Iny - —oco tal que f"*(z) - y}.

Defini¢oes andlogas valem para fluxos. A nomenclatura vem do grego: « é
a primeira letra do alfabeto, e estd associada a “nascimento”, i.e onde a Orbita
de z comega; w é a ultima letra e esta associada a “morte”, i.e. onde a 6rbita de
x termina. Claramente, se z é periodico entdao w(z) = a(z) = O(x).

Exemplo 67 | Considere a dindmica pélo norte - pélo sul f:S! - St tal que:
1. f(N)=Ne f(S)=25.

2. f afasta pontos de N e aproxima de S, i.e. se x # N, S entao f"(z) - S
quando n - oo e f*(x) > N quando n - —oo.

52



TRANSFORMAGOES E FLUXOS

flx

S

'{Tel}“flos Per(f) = Fix(f) ={N,S}. Para x # N, S, temos a(z) = {N} e w(z) =
S}.

Exemplo 68 | (Rotagdes em S') Dado § € R, defina R= Rz :S' - S! por

R(z)=x+ 3 (mod1).

R(z)

O comportamento de R depende das propriedades diofantinas de . Se
B =pl/qg € Q com mde(p,q) =1 e g >0, entdo RI(z) = = para todo = € S,
e q ¢ o periodo. Mais ainda, p é igual ao nimero de voltar que a orbita de
x faz ao redor de S! antes de retornar para x. Quando 3 ¢ Q, obtemos um
comportamento totalmente diferente: O(x) é densa em S'. Isso decorre di-
retamente do Lema de Kronecker, veja o Apéndice (Segdo 38). Mais ainda,
a(z) = w(x) =S! (isso decorre de uma versdo mais refinada do Lema de Kro-
necker, que afirma que se 8 € R\Q entdao o conjunto {m +nf:m e Z,n > 0}
também ¢é denso em R.

Para fluxos continuos em espagos topolégicos conexos e compactos, temos
propriedades interessantes para a(z) e w(x). Dizemos que ¢ = {¢;}tr é um
fluxo continuo se a transformacio

RxX - X
(t,x) = i)
é continua. Em particular, cada ¢; é continua.

Proposicdo 69 | Sejam X um espaco topoldgico conexo compacto e ¢ um fluxo continuo em
X. Para todo = € X, valem as seguintes afirmacoes:

(1) w(x) + @.
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Prova

Definicao 70

Definicao 71

TRANSFORMAGOES E FLUXOS

(2) w(x) é fechado.
(3) w(x) é invariante, isto é, pr(w(x)) = w(x) para todo t € R.
(4) w(x) é conexo.

(1) Como X é compacto, {p,(x)}ns0 possui uma subsequéncia convergente
on, () = yew(x).

(2) Se y ¢ w(x), entdo existem V 5y aberto e ty > 0 tais que ¢y (x) ¢ V para
todo t > tg. Entdo nenhum ponto de V' estd em w(z), logo V c X\w(x). Isso
prova que w(z) é fechado.

(3) Basta mostrar que ¢;(w(z)) c w(z) para todo ¢ € R, pois entdo aplicando
essa inclusao para —t obtemos

p-t(w(@)) cw(@) = w(z) cpi(w(x)),

estabelecendo a inclusdo reversa. Fixe t € R. Se ¢, () - y € w(z) com
t;, — +oo, entao
ei(y) = pe(lim gy, (2)) = lim ppy, (2),

com ¢+t - 400, e portanto ¢¢(y) € w(x).

(4) Por absurdo, suponha que existam Vi, V2 ¢ X abertos disjuntos tais que
w(z)cVinla e Vinw(x) # @ para i = 1,2. Entao existem ¢y, s — +00 tais que
o1, (x) € Vi e ps, (x) € Va. Pelo teorema da alfandega, existe uma sequéncia
T, = +00 tal que ¢y, (z) ¢ Vi nVa. Como X\(V1 nVz) é compacto, existe uma
subsequéncia convergente Pry, (x) »ye X\(V1 UVh). Isso é uma contradicao,
pois y e w(x) € V3 U Vs, O

Continuando nosso estudo, vamos introduzir mais conceitos.

(Conjunto limite) O conjunto limite de f é definido por L(f) = L,(f)uL_(f)
onde

L.(f) = Jw@) e L(f) = U a@).

xeX reX

Quando f nao é invertivel, definimos

L(f) = U w(=).

zreX

Defini¢oes andlogas valem para fluxos. Para a proxima defini¢cdo, enunciamos

separadamente as versdes para transformagoes e para fluxos.

(Conjunto nao-errante para transformacgoes) Dado (X, f), dizemos que z € X
é errante para f se existir U > z aberto tal que f*(U)nU = @ para todo n > 1.
Quando z nao é errante, dizemos que x é nao-errante. O conjunto nao-errante
de f é

Q(f) ={z € X : x é ndo-errante para f}.
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Definicao 72

Definicao 73

Definicao 74

TRANSFORMAGOES E FLUXOS

Note que Q(f) é fechado e L(f) c Q(f) (Exercicio 30). Para fluxos, devemos
ter atengao ao seguinte fato: se V' é aberto e ¢ é continuo, entao ¢ (X)nX # @
para t pequeno.

(Conjunto nao-errante para fluxos) Dado (X, ¢), dizemos que = € X é errante
para @ se existir U 3 x aberto e ty > 0 tais que ¢(U)nU = @ para todo t > tg.
Quando z nao é errante, dizemos que x é nao-errante. O conjunto ndo-errante
de ¢ é

Q(p) = {x € X : © é ndo-errante para p}.

Alternativamente, x € X é nao-errante se, para todos U > x aberto e tg > 0,
existe t > to tal que ¢ (U) nU # @. Para o ultimo conjunto que definiremos, ne-
cessitamos introduzir um importante conceito. De agora em diante, nos restrin-
giremos a transformagoes e assumiremos que X é espaco métrico, com distancia

d.

(Pseudo-6rbita) Dado & > 0, dizemos que uma sequéncia g, 1, z, em X é uma
e—pseudo-orbita se

d(f(ﬂji),$i+1) <g, 1= 0,.. .,n = 1.

xO./_\.f($0)

_T1q

Esse conceito é um enfraquecimento da nocao de érbita, onde f(z;) coin-
cide com z;;1. Defini¢oes andlogas podem ser aplicadas para sequéncias infinitas
o, x1,.... Sua grande importancia intrinseca reside no fato de identificar pos-
siveis recorréncias nao identificadas pelos conjuntos Per(f),L(f),Q2(f). Sua
importancia pratica surge quando pedimos para um computador calcular os ite-
rados de um ponto: por conta de erros de aproximacgao, o computador nao
retorna uma 6rbita real mas uma pseudo-6rbita: em cada iteragdo, ocorre algum
arredondamento que introduz um pequeno erro.

Para analisar as propriedades de um sistema dindmico, focamos nas pseudo-
orbitas periddicas.

(Conjunto recorrente por cadeias) Dizemos que x € X é recorrente por cadeias
se, para todo € > 0, existir uma e—pseudo-orbita periddica zg = =, x1,. .., T, = .
O congjunto recorrente por cadeias de f é definido por

R(f) ={x e X :x é recorrente por cadeias}.

O conjunto R(f) é fechado e contém Q(f). Assim, temos a sequéncia de
inclusodes

Fix(f) c Per(f) c L(f) < Q(f) c R(f),
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Exemplo 75

Exemplo 76

Lema 77

Prova

HOMEOMORFISMOS DO INTERVALO

veja o Exercicio 30.

Considere a transformacao do Exemplo 67. Temos

Fix(f) =Per(f) = L(f) = Q(f) = R(f) ={N, S}.
Considere a transformacéo f:S' - S! dada por:

N
x

flx

S

Temos Fix(f) = Per(f) = L(f) = (f) = R(f) = {N, S} e R(f) =S.

SEGAO 16
Homeomorfismos do intervalo

Nessa secdo, consideramos e caracterizamos a dindmica de homeomorfismos de
intervalos compactos. Sem perda de generalidade, tomamos X = [0,1]. Relem-
bre que um homeomorfismo f: X — X é uma transformacao continua invertivel
e com inversa continua. Por exemplo, f(z) =z e f(x) =1 -z sdo homeomorfis-
mos, mas transformacgoes da familia quadratica nao sdo. Em todo o estudo de
dindmicas unidimensionais, faremos uso recorrente do teorema do valor interme-
diario (TVI). Tal teorema faz uso crucial da unidimensionalidade de R, e de fato
nao é valido em dimensao maior.

(Monotonicidade) Se f : [a,b] - R é continua e injetiva, entdo f é estritamente
mondétona, isto é, ou f € estritamente crescente ou estritamente decrescente.

No que segue, escreveremos apenas crescente/decrescente.

Temos dois casos: f(a) < f(b) ou f(a) > f(b). Assumimos inicialmente que
f(a) < f(b). Vamos mostrar que f é crescente.

FaTo 1. Se z € (a,b), entdo f(x) € (f(a), f(D)).
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Prova

Proposicédo 78

HOMEOMORFISMOS DO INTERVALO

(Fato 1) Vamos mostrar que f(z) > f(a) (a prova de que f(z) < f(b) é
andloga). Por absurdo, suponha que f(x) < f(a). Pelo TVI aplicado ao
intervalo (x,b), existe ¢ € (z,b) tal que f(c¢) = f(a), o que contraria a
injetividade de f.

F@)
F@)o

FATO 2. Se z <y, entdao f(x) < f(y).

(Fato 2.) Por contradicdo, assuma que f(x) > f(y). Pelo TVI aplicado ao
intervalo (a, ), existe z € (a,x) tal que f(z) = f(y), contrariando novamente
a injetividade de f.

f(z)=f(y
F@)

Y

O]

Pelos Fatos 1 e 2, f é crescente. No caso f(a) > f(b), aplique o caso anterior
a funcao —f. O

Em particular, a imagem de f é igual ao intervalo de extremos f(a) e f(b).

Assim, se f:[0,1]] = [0,1] é continua e injetiva, entao:
o Se f é crescente, entdo f(0)=0e f(1) =1; portanto 0,1 € Fix(f).
o Se f é decrescente, entdo f(0) =1 e f(1) =0; nesse caso 0,1 € Pera(f).

No que segue, assuma que f é crescente. O proximo resultado caracteriza o

comportamento de f entre dois pontos fixos.

Seja f :[0,1] — [0,1] continua e crescente, e sejam zg,x1 € Fix(f) tais que
(xo,71) nFix(f) = @. Entdo uma das situagoes abaixo ocorre:

(1) {f™(x)}ns0 é crescente e converge para x1, para todo x € (g, x1).

(2) {f™(x)}ns0 é decrescente e converge para xg, para todo x € (xg,z1).
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HOMEOMORFISMOS DO INTERVALO 58

Prova | Temos dois casos: f(x) > x para todo = € (xg,21) ou f(x) < = para todo
z € (zo,71). No primeiro caso, a sequéncia = < f(x) < f2(x) < --- é crescente.
Como é limitada, existe T = lim f™(z) € (x,x1], que é ponto fixo pois

f(@) = f(lim f"(x)) = lim f** () = 7.

Assim, T = z1. O outro caso é tratado similarmente. O
Quando f é homeomorfismo, um comportamento similar ocorre para iterados

negativos:

o se f(x) > x para todo x € (zg,x1), entdo {f"(x)}n<o é decrescente e con-
verge para o, para todo x € (zg,21).

o se f(x) < x para todo z € (g, x1), entdo { f"(z)}n<o é crescente e converge
para x1, para todo x € (g, x1).

Desse modo, caracterizamos o comportamento de homeomorfismos crescentes do
intervalo.

Corolario 79  Se f é um homeomorfismo crescente de [0,1], entdo para todo z ¢ Fix(f) a
sequéncia { f"(z)}nez ¢ mondtona e lim f"(z)e lim f"(x) sdo pontos fixos
n—+oo n—>—oo

de f. Em particular, Per,(f) = @ para todo n > 1.

Exemplo 80 | Tome f:[0,1] — [0,1] como na figura abaixo.

A

Y

To @1 @2 T3 @4 75
Identificamos Fix(f) = {xg =0} n[x1,z2] U {x3, 24,25 = 1}. Temos:
o x € (xg,x1): nl—i>I-Poo fM(z)=x1 e nl_i)r_noo f(z) = xo.
o x € (xo,x3): nlirglw f(z)=a9e nliI}lm f(x) = xs.
o x€(r3,xy): nl_i>r+noo f"(x)=x4e nl_i)r_noo f(x) = xs.
o x € (xy,T5): nl—i>I-Poo f"(z)=x4 € nl_i)r_noo f(z) = xs.

Obtemos assim a seguinte descri¢do da dindmica:

-
A g - - >

o 1 T2 T3 T4 ITs
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HOMEOMORFISMOS DO INTERVALO

Passamos agora a caracterizacao de homeomorfismos decrescentes. Nesse
caso, ja sabemos que f(0) =1, f(1) =0 e que f possui um tnico ponto fixo (pelo
TVI). Para obter informagoes adicionais, consideramos a composi¢ao g = f o f,
que é um homeomorfismo crescente. Assim, g satisfaz o Corolario 79. Note que
Fix(g) = Fix(f) u Pera(f). Ademais, Per,(f) = @ para todo n > 2 (Exercicio
35). Se z ¢ Fix(g), entdo existem zg,z; € Fix(g) tais que nl_l)rPoog”(x) =9 e

lim ¢"(x) =x;. Temos dois casos para os iterados positivos de x:

n——o0
o Se zg € Fix(f), entdo n1—1>1:l—Iloo f(z) = xo.
o Se x( € Pera(f), entao
limn - +oof*"(z) =xg e limn - +oof*"*1(z) = f(x0).
O mesmo vale para os iterados negativos. Isso caracteriza os possiveis compor-
tamentos de f.
Considere f tal que f? tem o grafico como abaixo.

A A

Identificamos Fix(f) = {1} e Pera(f) = {0, ¢, f(x0),1}. Temos:

o ze(0,x0):
lim £ (2) =0 lim 27 (2) = 29
T @ =1 | i ) = f).

o x € (xg,x1):

lim f"(z) =

n—>+0o

{ lim f2"(x) = 2
. -

i 2041 () = £ (o).
o x € (x1, f(20)):

lim f"(z) =

n—>+00

e {nggnw () = f(0)

lim f2*(2) = 2.

n—-—oo
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Exercicio 26

Exercicio 27

Exercicio 28

Exercicio 29

Exercicio 30

Exercicio 31

Exercicio 32

Exercicio 33

Exercicio 34

EXERcCicCIOS

o we(f(20),1):
{ lim f2(x) =1 {ng@wf%(x):f(xo)

n—+oo
lim f2*(2)=0 lim f2*(z) = 2.
n——oo

n—>+0o

SECAO 17
Exercicios

Sejam (X, f) e (X, ) dindmicas.
(1) Se n =Pery(x), entdo f(x) = = se e somente se n divide m.
(2) Se t=Per,(x), entdo gs(x) = = se e somente se s/t é inteiro.

Considere (X, f), onde f nao é invertivel. Nesse contexto, temos uma de-
finicdo mais fraca de periodicidade. Dizemos que x € X é pré-periddico se
existirem m,n > 0 distintos tais que f"(x) = f™(z). Todo ponto periédico é
pré-periddico, mas a reciproca nao é necessariamente valida.

Se X éfinito e f: X — X, entdo todo x € X é pré-periédico. Se f é invertivel,
entdo todo x € X é periddico.

Mostre que se X é espaco topoldgico conexo compacto e f: X — X é continua,
entdo os items (1)—(3) da Proposicao 69 sao validas, mas ndo necessariamente

(4)-

Mostre que para f invertivel e ndo-invertivel, valem as inclusées

Fix(f) c Per(f) c L(f) < Q(f) ¢ R(f)

e que todos esses conjuntos sao fechados. Mostre que o mesmo vale para fluxos.
| Prove a afirmacoes dos Exemplos 75 e 76.

Identifique os conjuntos Fix(f), Per(f), L(f), Q(f), R(f) para as rotagoes
de S.

Considere o disco unitario D = {(r,0) : 0 < r < 1,0 € S'} em coordenadas
polares, e considere a transformacao f:ID — D definida por

f(r,0)=(r,0+r).
(1) Descreva a dindmica de f restrita a cada circulo r = constante.
(2) Quem sao Per(f), L(f), (), R(f)?
(1) Mostre quese f:[0,1] — [0, 1] ¢ homeomorfismo, entao Fix(f) ¢ fechado.

(2) Mostre que se A c [0,1] é fechado, entdo existe f:[0,1] - [0,1] homeo-
morfismo crescente tal que Fix(f) = A.
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Exercicio 35

Exercicio 36

EXERcCicCIOS

Mostre que se f:[0,1] - [0,1] é homeomorfismo decrescente, entao Per, (f) =
@ para todo n > 2. (Dica: considere n par e n impar).

Para cada funcao abaixo, descreva o comportamento de f, como feito no Exem-
plo 81.

(1)

1-3, se0<x£%
f(x) =
%(l—x) se%SacSl
(2)
1-2x, se0<xS%
f(z) =
%(1—33) se%Sxél
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CAPITULO

Endomorfismos do intervalo, IV

teoremas de Li-Yorke e
Sharkovsky

Um endomorfismo do intervalo é uma transformagao continua f:[0,1] — [0, 1].
Ao contrario do ultimo capitulo, f nao é necessariamente injetiva nem sobre-
jetiva. As possiveis dindmicas de tais transformacoes sdo muito mais variadas
do que as de homeomorfismos. Em geral, ndo ha uma descri¢do tao precisa da
dindmica quanto no caso de homeomorfismos. Por outro lado, podem aparecer
pontos periédicos de diversos periodos (o que nao ocorre para homeomorfismos).
Nesse capitulo, discutiremos dois resultados classicos sobre pontos peridédicos
de endomorfismos do intervalo: o teorema de Li-Yorke (1975) e o teorema de
Sharkovsky (1964). Embora tenha sido provado onze anos depois, o teorema de
Li-Yorke é um caso particular do teorema de Sharkovsky. A época, o planeta
encontrava-se a luz da Guerra Fria, e muitos dos trabalhos feitos no oriente néo
eram conhecidos pelo ocidente e vice-versa. Soma-se a isso o fato de Sharkovsky
ter publicado seu resultado em russo, o que dificultou & comunidade do ocidente
tomar conhecimento de seus argumentos. No que segue, provaremos ambos os re-
sultados. Para isso, introduziremos uma ferramenta muito ttil para gerar pontos
periédicos: os grafos de Markov de pontos peridédicos.

SECAO 18
Exemplo introdutério: familia quadratica

Para cada 0 < a < 4, considere o endomorfismo f, : [0,1] — [0,1] definido por

f(z)=az(l-x).

Definicio 82 | (Familia quadratica) A familia quadrdtica ou logistica é a familia de endormor-
fismos { fs }o<a<a. Cada f, é chamado de transformagdo quadrdtica ou logistica.

Transformacdes logisticas aparecem em diversas areas do conhecimento, por
exemplo em dindmica de populagées. Imagine uma colénia de bactérias que
necessita de um certo substrato para sobreviver. Se ha muito substrato, a colonia
cresce; quando ela cresce, a quantidade de substrato se torna insuficiente para
a coldnia, e assim ela decresce. O crescimento da colénia depende dessa relagao
entre seu tamanho e o total de substrato, e pode ser modelado pela iteracio
2~ ax(1l - x) para certos valores de a.

Abaixo listamos algumas propriedades gerais de f,:

o £(0) = £(1) = 0.
IO
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EXEMPLO INTRODUTORIO: FAMILIA QUADRATICA 63

1

o f € unimodal: existe o tinico valor = = 3

decrescente em [z, 1].

onde f é crescente em [0,x] e

Escreva I = [0, %] el = [%, 1] para os intervalos de monotonicidade de f.

A

Y

Iy I

[T PP

E essa mudanca de monotonicidade que permite uma maior riqueza dinamica
da familia quadratica, em comparagdo com homeomorfismos do intervalo. Por
exemplo, se a > 2 entdo f? é uma transformacdo multimodal, isto é, muda de
monotonicidade mais de uma vez. Para ver isso, comece notando que i < 7e
portanto % e Im(f), logo existem xg,z; € [0,1] tais que f(xg) = f(z1) = ;

A

Y

Zo x1

1
2

Defina os intervalos
I()O = [O,LL'()], I()l = [1’0,%], IH = [%,xl], Il() = [171,1].

A escolha dos indices como acima reflete em qual dos intervalos Iy, I1 os pontos
x, f(x) pertencem:

oxelpgy=uxeclye f(x) el
oxely=uxeclye f(x)el.
oxeljy=—=uwxelie f(x)el.

o x6110:>x6116f(1‘)€[0.



Teorema 83

Lema 84

GRAFOS DE MARKOV E O TEOREMA DE LI-YORKE

Desse modo, obtemos as seguintes informacdes sobre a monotonicidade de f?:

o Em Ing, f? é a composigao de fungdes crescentes, logo f? I, é crescente.

o Em Iy, f? é a composicio de uma funcio crescente e outra descrescente,
logo f? Iy, é decrescente.

o Similarmente, f? 7, é crescente e f2 },, é decrescente.

Veja a figura abaixo.

Y

i) 1

1
2

Quando 3 < a < 4, o grafico acima intersecta a diagonal y = z em quatro
pontos y1 = 0,y2,ys3,ys (Exercicio 37). Dois desses pontos, y; e y2, sio pontos
fixos de f. Os outros dois sdo pontos de periodo 2. E possivel continuar esse
estudo, mostrando que existe ag tal que se ar < a < 4 entao f possui pontos de
periodo 2. Desse modo, ao aumentar o pardmetro novos periodos aparecem.
E também possivel mostrar que existe um pardmetro ae tal que se aeo < a < 4
entdo f possui pontos de todos os periodos.

SECAO 19
Grafos de Markov e o teorema de Li-Yorke

Nessa secao, introduzimos grafos de Markov e os utilizamos para provar o se-
guinte teorema.

(Li-Yorke) Seja f:[0,1] — [0,1] continua. Se f possui um ponto periddico de
periodo trés, entdo f possui pontos periddicos de todos os periodos n > 1.

Esse teorema é também conhecido como “periodo 3 implica periodo de qual-
quer ordem”. A principal ferramenta utilizada serd o lema abaixo.

Seja f: I — I continua, onde I c R é intervalo compacto.

(1) Se J c I é um intervalo fechado tal que f(J) 2 J, entéo existe = € J ta;
que f(x) = x.

(2) Se {I,}n>0 ¢ uma sequéncia de intervalos fechados de I tais que f(I,) 2
I,,+1 para todo n > 0, entdo existe uma cadeia descendente {.J, }n>0 tal
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Prova

GRAFOS DE MARKOV E O TEOREMA DE LI-YORKE

que f"(J,) = I, para todo n > 0. Em particular, existe z € Iy tal que
f"(x) € I, para todo n > 0.

(1) Seja J = [a,b]. Entao existem z,w € J tais que f(z) =a e f(w) =b. Defina
g:J =R por g(x) = f(z) - z. Temos:

o g(z)=f(2)-z=a-2<0.
o g(w)=f(w)—w=b-w=>0.

Pelo TVI, existe x entre z e w tal que g(x) =0, isto é, f(x) = x.

(2) Procedemos por indugdao. Comegamos com o caso inicial: assumindo g :
I - I continua com g(Iy) o I, queremos encontrar J; c I tal que g(J1) = I;.
A ideia é ver a ultima realizagdo do extremo esquerdo de I; e a primeira
realizagdo do extremo direito de I logo apds. Vejamos os detalhes. Escreva
I = [¢,d]. Existem a’,b" € Iy tais que g(a’) =ce g(b') =d. Se I' é o intervalo
de extremos a’,b’, entdao g(I') > I;. Logo, podemos trocar, se necesséario, Iy
por I’ e assumir que Iy = [a,b] com {g(a),g(b)} = {c,d}. Defina

ap = max{z € [a,b] : g(z) = g(a)}
bo = min{z € [ag,b] : g(z) = g(b)}.
Isso define o intervalo [ag,by], que afirmarmos satisfazer g([ag,bp]) = [1 =

[¢,d]. Para ver isso, note que pelo TVI j& sabemos que g([ag,bp]) o I;. Para
provar a inclusdo reversa, consideramos dois casos.

Caso 1. g(a) =ce g(b) =d.
Tome z € [ap,bp]. Se g(x) < ¢, entdo pelo TVI existe =’ € [z,bg] tal que

g(x') = c. Mas 2’ > x > ag, 0 que contraria a maximalidade de ag. Veja a
figura abaixo.

Y

ap * ' bo

Similarmente, se g(x) > d entdao existe x’ € [ag,z] tal que g(z’) = d. Nesse
caso, ' < x < by, 0 que contraria a minimalidade de by.

CAso 2. g(a)=de g(b) =c.

Tome z € [ag,bp]. Se g(z) < ¢, entdao pelo TVI existe ' € [ap,z] tal que
g(x') = ¢c. Mas 2’ < x < by, 0o que contraria a minimalidade de ag. Similar-
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mente, se g(x) > d entdo existe =’ € [x,by] tal que g(z') = d. Nesse caso,
' >x > ag, o que contraria a maximalidade de aqg.

Em qualquer dos casos, Ji = [ag,bo] satisfaz g(J1) = [;. Para o caso geral,
assuma por inducdo que ja construimos J, c J,_1 c --- ¢ J1 c Iy =t Jy tais que
fE() = Iy para k = 1,...,n. Temos f"*1(J,) = f(f"(Jn)) = f(In) 2 Ins1.
Aplicando o caso inicial para g = f**!, existe J,41 ¢ J, tal que g(Jpi1) =
I,.1, isto 6, f"*1(Jus1) = Ini1. Para a parte final, tome z € Nys0J,, onde
a intersecdo é nao-vazia pelo teorema de intersegdo de Cantor. Claramente,
x € Jp e portanto f™(x) =€ f™*(J,) = I, para todo n > 0. O

Coroléario 85 Seja f : I — I continua, e sejam Ig, I1, ..., I, intervalos fechados de I tais que
fllo) oI, f(Iy) 2 1o, ..., f(In-2) 2 In-1 € f(I,-1) o Iy. Entao existe x € I tao
que f(z) =z e f¥(x) eI, para k=0,...,n - 1.

Prova | Existem Iy o Jy 2 -2 J, 1 o J, tais que f¥(J;) = I para k=0,1,...,n (aqui,
escrevemos I, = Iy). Como f"(J,) = I, = Iy o Jy,, a primeira parte do Lema
84 implica que existe € J,, tal que f*(z) = 2. Nesse caso, f*(x) e f*(J,) c
fE(J) = I para k=0,...,n-1. d

Notamos, assim, que uma sequéncia de intervalos encaixados por iteracoes
de f dao origem a pontos fixos de f™. Para melhor entender esse comportamento,
introduzimos a seguinte estrutura combinatoria.

Definicdo 86 | (Grafo de Markov) Dados f : I — I continua e Z = {I,},>0 uma familia de
intervalos fechados de I, o grafo de Markov associado é o grafo G = (V, E)
onde V=Te

Vamos entender esse conceito por meio de exemplos.

Exemplo 87 | Considere f = f, com 2<a<4eZ={l)= [0,%],[1 = [%,1]} Entao f(ly) =

fn) = [O, %] contém [y mas nao contém I;, de modo que o grafo de Markov
é:

Y

Io I

Exemplo 88 | Considere f = f4, e seja Z como acima. Entao f(Iy) = f(I1) = Ipu I3, logo o
grafo de Markov é:




Definicao 89

Exemplo 90

GRAFOS DE MARKOV E O TEOREMA DE LI-YORKE

Y

Iy I

Nesse caso, podemos aplicar o Corolario 85 para mostrar que Pera(f) # @.
De fato, o ciclo Iy — I} — Iy de tamanho 2 garante que existe x € Iy tal que
f2(x) =z e f(x) e I;. Se x ndo tivesse periodo 2, entdo f(z) =z, e dai z € Iy

e x = f(x) € I, implicando que z = %, que claramente néo é fixo por f2.

O ultimo exemplo mostra como gerar pontos periddicos a partir de ciclos
com vértices nao repetidos. Focaremos nos grafos de Markov associados a pontos
periédicos. Tome x € Per, (f), com

O(x) = {z, f(z),...., "N 2)} = {xg < x1 < <Tp_y}.

(Grafo de Markov de um ponto peridédico) Na notagdo acima, o grafo de
Markov de x é o grafo de Markov associado a familia de intervalos Z =

{[JJO,.I]_], [‘Tlvx?]a ey [xn—van—l]}'
Em geral, escreveremos Z = {Iy, ..., [,_2}.

Vamos identificar os possiveis grafos de Markov de um ponto periddico de
periodo 3. Temos O(x) = {xg < 1 < z2}. Sejam Iy = [zg,x1] e I1 = [z1,x2].
Temos dois casos.

Caso 1. f(xg) = 1.

A combinatéria em O(z) por f é g - x1 - x2 — g, isto é, f(x1) = 29 e
f(x2) =x9. Entao f(Ip) > 11 e f(I1) > Ipu I, e o grafo de Markov é:

A

Z2

I

[ ] [
I()\_/Il

o

Y

CAso 2. f(xp) = za.
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A combinatéria em O(x) por f é g - x9 > x1 — g, isto é, f(x2) = 21 e
f(z1) =x9. Entao f(Ip) o lpyul; e f(I1) 2 Iy, e o grafo de Markov é:

A

x2
T

o

Y

o T1 22

Note que os grafos acima representam a estrutura minima de cada um dos
grafos de Markov: é possivel existirem mais arestas. De todo modo, a estrutura
minima ja permite provar o teorema de Li-Yorke. A ideia é que eles possuem
um loop e portanto ciclos de qualquer tamanho.

Teorema 91  (Li-Yorke) Seja f:[0,1] - [0,1] continua. Se f possui um ponto periédico de
periodo trés, entdo f possui pontos periddicos de todos os periodos n > 1.

Prova | Podemos assumir, sem perda de generalidade, que o grafo de Markov de x €
Per3(f) é dado pelo Caso 2 (f(zg) = x2):

Q.

[ ] ( J

Para n = 2, considere o ciclo Iy - Iy — Iy. Pelo Corolario 85, existem x € I tal
que f2(z) =z e f(x) e I. Sex € Pery(f), entao f(x) =z edaix € Iynly = {1},
que tem periodo 3, uma contradigdo. Assim, x € Pera(f).

Tome agora n > 4. Considere o seguinte ciclo de tamanho n:

Io—>Io—>---—>Io—>Il—>Io.

n—2 arestas

Pelo Corolério 85, existe z € Iy tal que f*(z) =z e =, f(x),..., " 2(x) € Iy,
f"Y(x) € I;. Por contradicio, assuma que x ¢ Per,(f). Entdo x € Perg(f)
para algum d divisor préprio de n. Em particular, d-1< 5 -1<n-2. Mas
entdo y = f& N (x) = f7 () satisfaz:

o y:fd_l(x) €Iy, poisd-1<n-2.
oy=frl(x)el.

Logo, ye Ipnly ={z1} = y =21 = v = f(21) = 20 = f(x) = 22 ¢ Lo,
contradi¢ao. Isso conclui a prova. O
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Definicao 92

Teorema 93

Lema 94

Prova

TEOREMA DE SHARKOVSKY 69

SEGAO 20
Teorema de Sharkovsky

Nessa se¢ao, vamos discutir o teorema de Sharkovsky. Provado em 1964, onze
anos antes do teorema de Li-Yorke, esse teorema representa uma compreensio
completa sobre pontos periédicos de endomorfismos do intervalo. Ele é bem mais
geral do que o teorema de Li-Yorke e, em particular, também prova que periodo
trés implica periodo de qualquer ordem. Para enuncia-lo, introduzimos a ordem
de Sharkovsky.

(Ordem de Sharkovsky) A ordem de Sharkovsky é a ordem total em N =
{1,2,...} definida por:

3

2-3
4.3

S
2-5
4-5

7
2.7
4.7

9
2-9
4.9

vV V V
vV V V
vV V V
vy

2.3 > 2" 52" 7T D> 2"-9 > - D

> 2" p 2"l o 21

Nessa ordem, temos por exemplo que 5 > 62 > 404 > 1024, pois 5 >2-31 >
4-401 > 210,

(Sharkovsky) Seja f : I — I uma fungdo continua, onde I c R é um intervalo
compacto. Se f possui ponto de periodo n, entdo f possui ponto de periodo
m para todo m < n.

Vamos tomar z € Per,(x) e estudar seu grafo de Markov. No que segue,
assumimos n > 1. Escreva O(z) = {z, f(z),..., " Hz)} = {zo <21 < <2p1},
seja Z = {[xo,x1], [T1,22],. .., [Tn-2,2n-1]} & familia de n—1 intervalos definidos
por O(z), e seja G = (V, E) o grafo de Markov associado (V' =Z). A prova serd
dividida em subsecoes.

SUBSECAO 20.1
Fatos gerais

Vamos comecar mostrando que G possui um loop.
| G possui um loop I = [z, xi11] com f(x;) >xi01 € f(xir1) < x5

Vamos analisar a monotonicidade de f restrita a O(z). Temos f(zg) > z¢ e
f(xp-1) < xp_1, logo podemos tomar

i=max{0<j<n-1:f(x;)>x;}.

Por definigao, f(z;) > z; e dai f(x;) > x;41. Por maximalidade, f(x;+1) < 41
e, como n > 1, temos f(x;4+1) < Ti41 = f(wi41) < ;. O lema estd provado. [
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Agora, vamos mostrar que desse vértice especial podemos chegar a qualquer
outro vértice de G.

Lema 95 | Seja I; um vértice satisfazendo o Lema 94. Entdo, partindo de I, podemos
chegar a qualquer outro vértice de G.

Prova | Para cada k > 1, seja Vi = {I € Z: 3 caminho I} — --- > I de tamanho k}. Se
C:I; » - — I tem tamanho k, entao

C:I -1, > —1
N—— —
c

é caminho de tamanho k + 1, logo Vi c Vi1, e portanto
g+ VicVyc--cT.

Como Z é finito, a cadeia ascendente acima se estabiliza: existe k > 1 tal que
A=V, = Vi = --. Vamos mostrar que, nesse momento, necessariamente
A = 7. Isso concluird a prova do lema. A ideia é olhar para o conjunto U
igual & unido dos intervalos de A, e mostrar que U = [xg, 2y,-1]. Temos U o I;.
Seja C' a componente conexa de U que contém Iy, digamos C = [z, x)] com
j <1< k. Vamos usar x; como ancora para mostrar dois fatos.

Fato 1. f(xz;) e C.

Caso contrério, f(I;) contém o intervalo J = [z;-1,2;] ou [x}, Tg+1], de modo
que J € Vi41 = A, o que contraria a maximalidade de C' como componente
conexa.

Faro 2. f({zj,...,2}) cC.

Assuma que nao. Temos dois casos:

o Se existe i < £ <k tal f(xy) ¢ C, tome o menor tal £. Entao f(x,_1,2¢) é
um intervalos que intersecta C' e seu complemento, e portanto intersecta
[j-1,2;] ou [xk,xk1]. Isso contraria a maximalidade de C.

o Se existe j < ¢ < i tal f(z) ¢ C, tome o maior tal ¢, e proceda como no
caso anterior.

Portanto, {z;,...,z} c O(z) é f-invariante. O tnico subconjunto nao-vazio
e invariante de O(x) é o préprio O(x), assim {z;,...,z;} = O(z), o que prova
que A=17. O

Alguns livros fornecem uma prova incompleta do lema acima. Eles provam
o fato enunciado no Exercicio 41, de que o conjunto dos extremos dos intervalos
de A é igual a O(z). Isso ndo necessariamente implica que A = Z (tome, por
exemplo, Z\{[x1,z2]}).

SUBSECAO 20.2
Orbitas de periodo 2*
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Para adquirir intuicdo, vamos comecar o estudo analisando todas as possiveis
combinatérias das érbitas de periodo 4. No que segue, vamos escrever r —
quando f(x) =y. Sejam I} = [xo,x1], [2 = [x1,22] e I3 = [x2, x3].

Caso 1. g —> T1 = T2 > T3 = 0.

A combinatéria da permutacao é (1 ; g ?)) O grafo de Markov é:
Le >@ >
NS NN
i) X1 xI9 I3
ey |

O

). O grafo de Markov é:

CASO 2. g > 11 > T3 = T9 = Xg.

23

. -~ 1
A combinatéria da permutacao é (1 309

P\

N

o
I3

CASO 3. g » 19 > 1 — T3 — .

123

931 0). O grafo de Markov é:

A combinatéria da permutacao é (

CASO 4. g » 19 > T3 = T1 = .

123

903 1). O grafo de Markov é:

A combinatéria da permutacao é (
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I . 9 I
m/\ /
l‘o\_/wm:a

Is @

CASsO 5. g = T3 > T1 > T2 = 0.

0123

390 1). O grafo de Markov é:

e

A combinatéria da permutacao é (

—_—e——— o ——— >

i) X9 I3
[ ]

CASO 6. g = 13 > T9 = T1 = .

0123

301 2). O grafo de Markov é:

A combinatéria da permutacao é (

\_/
T NN T

Note que os casos 1 e 6 sdo simétricos por meio de uma reflexdo, e o mesmo
ocorre com os casos 3 e 5. Mas os casos 2 e 4 ndo sdo simétricos. Desse modo,
temos na pratica 4 possibilidades distintas para a combinatéria. Note que, em
qualquer dos casos, hd um ciclo de tamanho 2, e portanto existe y tal que f2(y) =
y. Necessariamente y € Pera(f), pois caso contrario y € I; n I e dai y = z; tem
periodo 4. Em suma, Pery(f) #+ @ = Pera(f) + @. O lema abaixo generaliza
essa implicagao.

Lema 96 | (Periodos da forma 2%)
(1) Se Pers(f) # @, entao Pera(f) + @.

(2) Se Pergr+1(f) # @, entdo Peryr (f) # @.
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Lema 97

Prova
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A primeira parte foi provada acima. Vamos provar a parte (2). Tome x €
Pergi+1(f). Escrevendo g = F2 temos w € Pergri1(f) = Pers(g), onde na
ultima igualdade usamos o Exercicio 42(2). Pela parte (1) e novamente pelo
Exercicio 42(2), existe y € Pera(g) = Pergx (f), e portanto Peryi (f) # @. O

O lema acima prova o teorema de Sharkovsky quando estamos na ultima
linha da ordem de Sharkovsky. Quando esse ndo for o caso, procedemos a uma
analise mais refinada, conforme a proxima subsecao.

SUBSECAO 20.3
Orbitas de periodo impar

Relembramos que pontos periédicos sao garantidos pela existéncia de ciclos no
grafo de Markov. Pelo Lema 95, temos varios candidatos a ciclos. Escrevendo
novamente I = [z;,x;+1] para o vértice do Lema 94, resta provar a existéncia de
arestas I, — I; para algum k # 1. Quando n é impar, tais arestas sdo garantidas
pelo préximo resultado.

Na notacado acima, se nao existe nenhuma aresta I, - I, com k # 1, entdo f

é uma bijegao entre {xg,...,x;} e {Tis+1,...,Zn-1}. Em particular, n é par e
Perg(f) * .
Escreva E = {x,...,x;} para os vértices a esquerda e D = {x;41,...,%,_1} para

os vértices a direita. Por absurdo, assuma que f leva algum elemento de E' em
E. Seja j =max{1 < /¢ <i: f(x;) < x;} o maior indice com essa propriedade.
Como f(z;) > xj41, temos j < i. Pela maximalidade, f(xj.1) > z411. Entéo
flzj,zj1] 2 h = [xj,zj:1] = I1, absurdo. Assim, f(z;) > 241 para todo
j=1,...,i. Similarmente, f(x;) < z; para todo j=4+1,...,n—1. Isso prova
a primeira parte do lema, que por sua vez implica que n é par. Por fim, note
que
flzo, 23] 2 [wir1, Tp1]

fl@ivt, xn-1] 2 [zo, z4].

Logo, existe z € [xg,x;] tal que f2(z) = z e f(z) € [%i+1,Tn-1]. E claro que
x € Pera(f). O

Ao longo do restante dessa subsecdo, assumimos que n é impar. Dos lemas
94, 95 e 97, temos as seguintes propriedades do grafo de Markov:

o Existe I1 > I1, com I = [x;, x441] tal que f(z;) > 2441 € f(wi41) < 25

o Para todo I, existe um caminho de 1 a I;.

o Existe I; — I; para algum j # 1.

Vamos agora introduzir uma combinatoéria particular. Escreva n =2k +1 e

O(zx) = {xo,..., Tk}

(Configuracio do tipo Stefan) Dizemos que z € Per,(f) tem configuracio do
tipo Stefan se a combinatéria de f ao longo de O(x) for uma espiral que parte

Orbitas de periodo tmpar
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do ponto central x; para fora, alternando entre os lados esquerdo e direito de
Tk.

Noutras palavras, hé duas possibilidades para a configuracio do tipo Stefan:

O Tp = Thyl = Tpo1 = = = TL = Tok = To = Ty

N

Zo T $k—1w Tk+1 T2k

Y

O T = Tk-1 > T4l = " > T2k-1 > Lo > T2k = Tk:

N

To\ 1 xk—1\y$k+1 T2k

Y

E claro que as duas configurac¢bes sdo simétricas por uma reflexao.

Exemplo 99 | Vamos exibir os grafos de Markov de configuracoes do tipo Stefan para n = 5.
Se x9 - x3 = X1 > T4 > X9 —> X2, €screva

Iy = [x2, 23], I = [w1,22], I3 = [x3,24], 14 = [x0, 21].

012314
24310

N -

L;U I3

A combinatéria é ( ) e o grafo de Markov é:

llo<«—— o3

Se xo > x1 = x3 > Tg > T4 —> Ty, €screva

I = [z1,22], Iz = 22, 23], I3 = [x0, 1], 14 = [x3, x4].

Orbitas de periodo tmpar
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012314
43102

ll@o<«— o3
\_/V

A combinatéria é ( ) e o grafo de Markov é:

Note que, com nossa notagao de enumerar os intervalos de acordo com a espiral,
os grafos de Markov coincidem.

Vamos exibir os grafos de Markov de configuracoes do tipo Stefan para n = 7.
Se T3 > T4 > T2 >T5 >T1 > Teg > Ty > T3, €SCreva

I = [x3,24], 12 = [x2, 23], I3 = (x4, 5], I4 = [x1,22], I5 = x5, 26], L6 = [x0, x1].

. .. ,(0123456 .
A combinatéria é (3 65421 0) e o grafo de Markov é:
(?/{.I{x
[Le————>e I3

1

N

.I5

Se T3 > Ty > Ty >T1 > X5 > Ty > Tg > T3, €SCreva

I = [x9, 23], 1> = (23, 24], I3 = [z1,22], 14 = (24, 5], I5 = [z0, 21], L6 = [x5, 26 ].

0123456
6542103

A combinatéria é ( ) e o grafo de Markov é:

Iy

LN

[Le———>e

]

Ige o],

Y

._[5

Novamente, os grafos de Markov coincidem.

Orbitas de periodo tmpar
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Prova

Lema 102
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Mais geralmente, se z € Per,(f) tem configuracio do tipo Stefan, entdo o

grafo de Markov possui as seguintes arestas:
o Loop I} —» I;.
o Ciclo hamiltoniano Iy - Iy —» -+ = Iy, — I4.
o Arestas Iop — I1,13,...,Io_1.
Tal grafo origina diversos pontos periédicos, conforme o préximo lema.

Se x € Per,,(f) tem configuracao do tipo Stefan, entdo f possui ponto periédico
de qualquer periodo > n e qualquer m <n par (i.e. m=2,4,...,n—1).

Se m > n, considere o ciclo

C:L-I1»->L—->Ih—>—>Iy->1.

m-n+1 arestas n—1 arestas

Existe y € I; tal que f™(y) = y que segue o itinerario de C. E de fcil verificacao
mostrar que y € Per,,(f) (Exercicio 43).
Se m < n é par, considere o ciclo de tamanho m

A
C': Loy, = Dogs1-m = Loks1-ms1 = ~Iop—1 — Lok

Novamente, existe y € Iy tal que f™(y) = y que segue o itinerario de C’, e
novamente y € Per,,(f) (Exercicio 43). O

Até agora, introduzimos uma configuracdo especial, sem saber que ela existe.
O préximo resultado mostra que se f possui ponto peridédico de periodo impar,
entdo o menor de tais periodos define uma configuracao do tipo Stefan.

(Menor periodo fmpar é Stefan) Se x € Per,(f), onde n é o menor periodo
impar maior que 1 de f, entdo = tem configuracio do tipo Stefan. Logo,
existem:

o Loop I} = I;.
o Ciclo hamiltoniano Iy - Iy = -+ = I,,_1 — I7.
o Arestas I,,_1 — I1,13,...,1, 5.

Adicionalmente, nao existe nenhuma aresta I; - I, com - j > 1 nem I; — I;

com j#1,n-1.

Orbitas de periodo tmpar
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Qh./:/.\.\.
In_l./ \‘.
A /
Ne\ o

Relembramos que I; = [z, x;+1] é o intervalo dado pelo Lema 94. Pelos lemas
95 e 97, existe um ciclo nao-trivial partindo de I;. Seja C tal ciclo de tamanho
minimo, digamos C : [y - Iy —» - > I, > I, com k # 1. Como k é minimo,
os vértices de C sao distintos. Afirmamos que C é hamiltoniano, i.e. k=n— 1.
Mostraremos isso por contradi¢do. Assuma que k <n — 1. Temos dois casos:

o k é impar: C gera um ponto y € Peri(f), que contraria a minimalidade
de n.

o képar: entdo k<n-3 = k+1<n-2. O cicloC - I tem tamanho k+1
e portanto gera um ponto y tal que f**1(y) =y. Logo, y € Perg(f) para
algum divisor préprio d de k+1. Mas entdo d é impare 1 <d<k+1<n,
novamente contrariando a minimalidade de n.

Assim, k=n-1com C:1y » Iy -» --- > I,,_1 - I;. Ainda pela minimalidade,
nao existem arestas I; - Iy com {~j > 1nem I; — I; com j # 1,n—1. Ademais,
o grau de saida de I1 é 2 e de Ia,...,I,-1 é 1 (Exercicio 44). Resta provar que
x é do tipo Stefan. Temos f(z;) > 241 e f(xi41) < 2;. Como 2 nio possui
perfodo 2, alguma das desigualdades é estrita. Assumindo que f(z;y1) < x;,
vamos mostrar que a espiral se inicia com f(x;) = T41.

FaTO 1. f(a:z) =Xi+1 € f(a:Hl) =Ti-1.

(Fato 1) Temos f(2i+1) < xi—1. Se f(x;) > Tipo, entdo f(I1) o [wi—1,wi2] €
portanto o grau de saida de I é pelo menos 3, absurdo. Assim, f(x;) = Zj41.
Similarmente, se f(x;+1) < wj—2, entdao f(I1) o [x;-2,z;+1], novamente um
absurdo. Assim, f(z;+1) = 2;-1. Em particular, Iy = [2;-1, 2;]. O

FaTo 2. f(a:i_l) =Ti4+9.

(Fato 2) O grau de saida de Iy é 1. Se f(wi-1) < xi—1 ou f(mi—1) > 442, entdo
f(I3) contém pelo menos dois intervalos, absurdo. Assim, f(x;-1) = xi+2. O

Indutivamente, utilizando que os graus de saida de Is,..., I, 1 sdo 1, podemos

concluir que x tem configuracio do tipo Stefan. O

Se f possui ponto de periodo impar n > 1, entdo f possui pontos periédicos de
qualquer periodo m >n e m<n par (i.e. m=2,4,...,n-1).

Orbitas de periodo impar
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Esse resultado estende o Lema 101, sem requerer que n seja o periodo de
uma configuracio do tipo Stefan.

ProvA | Seja ng o menor periodo impar. Notando que
{m:m>n oum<n par}c{m:m>n oum<ngy par},

o resultado segue pelos Lemas 101 e 102. O

SUBSECAO 20.4
Conclusao da prova do teorema de Sharkovsky

Relembre a ordem de Sharkovsky:

3 ) 7 9

3
3

\ARVARV4

5
5

\ARVARV4
\ARVARV4

9
9

\ARVARV4
v

2. 2. 2.7 2.
4. 4. 4.7 4.

2.3 252" 7T D29 > D

> 2" p2lp o p2p1

Teorema 104 | (Sharkovsky) Seja f : I — I uma func¢ao continua, onde I c R é um intervalo
compacto. Se f possui ponto de periodo n, entdao f possui ponto de periodo
m para todo m < n.

Prova | Se n = 2°, o teorema segue do Lema 96. Assuma que n =a-2°, onde a > 1 é
impar. Tome m < n. Temos dois casos.
CASO 1. m ndo estd na mesma linha de n.

Temos m = ¢-2%, onde ¢ > 1 é par. Retraduzindo as informaces para a funcio
b
f?", temos

@ # Per,(f) = Per,n(f) € Pera(f7)

e portanto Pera(be) # @. Pelo Coroldrio 103, obtemos Perc(be) + @. Pelo
Exercicio 42(2),

@  Pero(f2) = Per oo (f)
e assim Per,,(f) # @.
CASO 2. m pertence a mesma linha de n.

Temos m = ¢- 2%, onde ¢ > a é impar. Temos

@ + Per, (f) = Per, o (f) € Pera(£2).

Como ¢ > a, o Coroldrio 103 implica que Per.( be) + @. Pelo Exercicio 42(3),

@ % Per(f2')  Pero(f) UPerpa(f) U UPer,o(f),



Exercicio 37

Exercicio 38

Exercicio 39

Exercicio 40

Exercicio 41

EXERcCicCIOS 79

logo existe £ € {0,1,...,b} tal que Per o:(f) #+ @. Se £ = b, acabou. Se £ < b,
entdo n' = ¢-2¢ ¢ um ndmero em uma linha anterior & linha de m e n. Como
Per,/(f) + @, o Caso 1 garante que Per,,(f) #+ @. O

SEGAO 21
Exercicios

Mostre que se 3 < a < 4 entdo a transformacdo quadratica fq(x) = az(1 - x)
possui pontos periédicos de periodo 2.

Seja f:[0,1] - [0,1] dada por

2x , T € [0,%]

f(@) =
2-2z ,ze[ 1]

Descreve o grafo de Markov associado aos intervalos [0, 3] e [3,1].

Tome f = f, com 1++/5 < a <4, e sejam Iog, Io1, I11, 110 como na pagina 63.
Mostre que o grafo de Markov associado é:

Ipg@—> 0 Io

Iie L WETY

Seja f:[0,1] - [0,1] dada por f(z) = 4x(1-=x). Notando que Pery(f) = {x¢ <
x1}, faca os seguintes itens.

(1) Descreva o grafo de Markov associado aos intervalos
[07'1"0], [x()? %]7 [%,l‘l] € [xla 1]

. . s . 1
(2) Identifique um ciclo de tamanho 5 no grafo que passa pelo vértice [xg, 5],
e mostre que existe x € [z, %] de periodo 5.

Na notacao do Lema 95, seja B o conjunto dos extremos dos intervalos em
A =Vj =Viy =+ Siga os itens abaixo para mostrar que B = O(x).

(1) E suficiente provar que B é f-invariante. Melhor ainda: como f é uma
bijegdo em O(x), basta mostrar que f(B) c B.

(2) Para provar (1), fixe I = [xj,241] € A. Escrevendo f(x;) = xy, algum



Exercicio 42

Exercicio 43

Exercicio 44

EXERcCicCIOS

dos casos abaixo ocorre

f(I) 2 [xp-1,20] = I = [wp-1,24]
f(I) 2 [xg,x0] = I = [z, 20]

(3) Assumindo a primeira inclusdo, segue que [zy_1,2¢] € Viy1 = A== x4 €
B, ie. f(z;) € B. Similarmente, f(xj.1) € B.

Relembramos que a invariancia de B néo implica diretamente que A =Z.

Prove os seguintes itens.
(1) Para m,n > 1, temos Pery,,(f) c Perp,(f™).

(2) Se n é par, entdo Pery,(f) = Per,(f?). Mais geralmente, Peryr, (f) =
Per, (f2).

(3) Se n é fmpar, entdo Pery,(f) c Per,(f?) c Per,(f) uPers,(f). Mais
geralmente,

Peryr,, () € Pern(f2') ¢ Pery(f) U Peran(f) U+ U Perge, (f).

(4) Em geral, se p é primo, entdo valem os seguintes fatos:
(a) Se p divide n, entdo Per,(f) = Pern(fpk).

(b) Se p nao divide n, entao

Per ., (f) c Pern(fpk) c Per,,(f) uPery,(f) v+ uPerye, (f).

| Na notacao da prova do Lema 101, mostre que y € Per,,(f) em ambos os casos.

Na notacado da prova do Lema 102, prove que o grau de saida de I; é 2 e de
Io,.... 1,1 é1.
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Exemplo 106

Transformacoes no circulo

Nesse curto capitulo, vamos fazer um breve estudo da vasta drea de transfor-
macdes no circulo S'. J4 vimos exemplos de tais transformacoes, dadas pelas
rotacoes. Agora vamos estudar transformacoes mais gerais. Para isso, utiliza-
remos a interpretacao de S! dada no Apéndice (Secdo 37), e relacionaremos as
transformacoes em S! com seus levantamentos em R.

SECAO 22
Projecao de transformacoes

Relembramos que S! = R/Z = R/ ~, onde = ~ y se e somente se z —y € Z.
Seja ™ : R — S! a projecdo candnica da relacio de equivaléncia, m(z) = [z].
Vamos relacionar transformacoes em S' com transformacdes em R. Trataremos
a projecao de transformacoes em R e o levantamento de transformacoes em S'.
Comecemos com a projecao.

Dada F : R - R, queremos saber quando F' induz uma transformagao f :
S' - S! de modo canénico, i.e. definida pela igualdade

f([x]) = [F(2)].

Necessariamente, se x ~ y entdo F'(z) ~ F(y). Essa é de fato condigio suficiente.

(Projecao de F') Se F': R — R satisfaz a implicagdo x ~ y = F(x) ~ F(y),
entdao I induz uma transformacio f:S' — S! definida por f([z]) = [F(z)],
V[z] e S

Nesse caso, o diagrama abaixo comuta:

R—>R
1 1
S — S

Dado d € Z, seja F : R - R dada por F(z) =dx. Se x = y+n com n € Z, entao

F(:c):d:czd(y+n):dy+dn:F(y)+i73
€z

e portanto F(z) ~ F(y). Assim, F induz f : S! - S!', conhecida como dx
(mod 1). A representagio de f no dominio fundamental [0,1) é:

81
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Exemplo 107

Exemplo 108

LEVANTAMENTO DE TRANSFORMACOES 82

A -
-

Tome agora (3 ¢ Z, e considere F(x) = fx. Temos 0 ~ 1 mas F(1)-F(0) = 8 ¢ Z.
Logo, F néo se projeta em S'.
Revisitamos o Exemplo 68. Tome 8 € R, e considere ' : R - R dada por
F(z) =x+ . Sex=y+n, entdo F(z) = x+ 5 = F(y) +n, logo F induz
f:S! - S! conhecida como a rotacdo em S' de dngulo 3. A representacio de
f no dominio fundamental [0,1) é:

A
SECAO 23

Levantamento de transformacoes

Agora, dada f:S! - S! queremos encontrar F : R - R tal que mo F' = fom.
Assumindo que f é continua, vamos descrever como levantar f.

(¢]

Tome yp € R tal que f([0]) = [yo], e defina F'(0) = yo.

Se € > 0 é pequeno, entdo para || < € existe tnico y € (yo - %,yo + %) tal
que f([z]) =[y]. Defina F(z) =y.

De fato, pela continuidade uniforme de f, podemos tomar € > 0 indepen-
dente do ponto base: se definimos F(xg) = zp, entdo para |x — xg| < €
existe tnico y € (20— 1,20+ ) tal que f([z]) = [y]. Isso define F em
(xo—e,20 +€).

Indutivamente, definimos F' em toda a reta R.
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Exemplo 110

ROTACOES IRRACIONAIS

De agora em diante, consideramos levantamentos da maneira acima. Pela cons-
trucao, F' é continua. Ha liberdade na escolha de yy. De fato, se F' é levantamento
e n€Z, entdo F' +n também é.

Como 0 ~ 1, temos F(0) ~ F(1) e portanto F'(1) — F(0) = n para algum
nez.

F(1)=yo+n

F(0) =yo

>

Mais geralmente: x ~ x + 1 e portanto F(x + 1) — F(z) € Z. Isso define
G : R - Z continua por G(z) = F(zx +1) - F(z). Logo, G é constante, i.e.
F(x+1)=F(x)+n para todo x € R. O valor n representa, para o levantamento
F, o niumero de voltas que f da em S' a partir de qualquer ponto.

(Grau de f) O grau de f é definido por F(z +1) - F(z) € Z, que nao depende
de z € R nem do levantamento continuo F'.

A defini¢do acima requer justificativa. J4 mostramos que de fato F(z+1) -
F(z) nao depende de x. Resta mostrar que essa diferenca nao depende de F.
Sejam F, Fy levantamentos (continuos) de F. Como Fi(z) ~ Fa(x), temos a
funcao continua F; — F5 : R — Z, que deve ser constante, digamos F} — Fh = n
para algum n € Z. Dai, Fi(x +1) - Fi(x) = Fo(z + 1) - Fo(x).

O grau de dz (mod 1) é d, pois F'(1) - F(0) =d -0 = d. Cada rotagdo tem
grau 1, pois F'(z) =z + [ satisfaz F(1) - F(0) =(1+5) -5 =1.

E f4cil provar que se f é homeomorfismo, entdo o grau de f é igual a 1 ou
-1 (Exercicio 45). Quando for 1, dizemos que f preserva orientagiao; quando for
-1, f reverte orientacao.

SEGAO 24
Rotacoes irracionais

Tome (€ R\Q e seja f = Rg: S' - S! a rotacdo de angulo 3. J4 sabemos que
f é um homeomorfismo que preserva orienta¢do (grau 1). Vimos também no
Exemplo 68, como consequéncia do Lema de Kronecker, que f é minimal, i.e. a
6rbita de todo ponto é densa em S'. O Exercicio 47 fornece outra prova desse
fato, utilizando o principio da casa dos pombos.
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Definicao 112

Lema 113

Teorema 114

ROTACOES IRRACIONAIS 84

Nessa secao, vamos mostrar uma propriedade mais forte: toda érbita de f é
equidistribuida em S'. A equidistribuicdo diz que a frequéncia de visita de toda
6rbita a todo intervalo é igualitdria (nenhum ponto nem intervalo é preferido).
Comegamos introduzindo os conceitos necessarios.

(Frequéncia) Dado um intervalo I c S, para z € S! e n > 0 seja

_#{O§i<n:fi(x)ef}

Tn(Iax) o=
n

a fracdo de visitas a I dos iterados de z até a ordem n. A frequéncia de visitas
dex al por f é
7(I,z) = lim 7,(I,x),
n—+o00

quando o limite existir.

Em geral, a existéncia do limite é garantida por teoremas ergddicos (teo-
remas de Birkhoff e de von Neumann). Por exemplo, o teorema de Birkhoff
estabelece que se f preserva uma medida de probabilidade, entao 7(I,x) existe
para quase todo ponto com respeito & medida. A rotacdo irracional tem uma
propriedade especial: 7(I,z) existe para todo ponto. Assumimos isso no que
segue, e calcularemos 7(1,x).

(Equidistribuicio) Dizemos que f é equidistribuida se para todo intervalo I c St
e todo x € S vale que
T z) =|I].

Para rotagoes, temos 7([,x) = 7(I —x,0) onde I —x = {a—x : a € I}, logo
para provar a equidistribuicdo da rotacdo irracional é suficiente tomar x = 0.
Escreva 7(I) = 7(1,0). O préximo lema fornece a propriedades basicas de 7(1).

As seguintes propriedades valem.
(1) 7(@)=0e7(S') =1.
(2) ADITIVIDADE: Se I,J c S! sido disjuntos entéo

T(IuJ)=7(I)+7(J).

(3) INVARIANCIA: 7(I + ) = 7(I). Mais geralmente, 7(I + nf3) = 7(I) para
todo n € Z.

A prova do lema é deixada como exercicio (Exercicio 48). Vamos agora
provar a equidistribuicao.

(Rotagao irracional é equidistribuida) A rotagéo irracional f é equidistribuida,
i.e. para todo intervalo I c S! vale que

(1) = |1].
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Prova

Prova
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Teorema 115

ROTACOES IRRACIONAIS

Afirmamos que é suficiente provar a desigualdade 7(I) < |I|. De fato, se isso
ocorrer entao

T(I) < ||
— 1=7(SY) =7(I) +7(I°) <|I| + |I°| = 1,
(1) < |

de modo que 7(I) = |I|. Vamos provar a desigualdade 7(I) < |I| em trés passos.
Sem perda de generalidade, assumimos que I é fechado, digamos I = [a,b].

FaTO 1. Se |I] < % entao 7(I) < %

(Fato 1) Se J é intervalo de comprimento > |I|, entdo existe k > 0 tal que
f¥(I) c J. De fato, se J = [c,d], basta tomar k > 0 tal que f¥(a) €
J|=|1]

[c, c+ T]’ que existe porque a 6rbita de a é densa em S'. Divida S' em

n intervalos Ji,...,J, de comprimento % Pelo exposto acima, para cada
1 <i < n existe k; tal que f¥(I) c J;. Em particular, {f*(J;):1<i<n}
sao disjuntos, e dai

zn:T(fki(]))gl = n7([)<1 — 7(1)5%7
=1

onde na segunda passagem utilizamos o Lema 113(3). O

Faro 2. Se |I| < ™ entao 7([) < ™.

(Fato 2) Para provar isso, divida I = I; U---I,, com |I;| < % e aplique o Fato
1:
() =7() ++7(Ip) < : 4 v lom

O
Fato 3. 7(I) < |I].
(Fato 3) Tome racionais 7;—: que convergem para |I| pela direita. Temos
U< Tp = 7)< T = 7(I) < lim T =[],
onde na primeira passagem utilizamos o Fato 2. O
O

Ha um modo analitico de provar o Teorema 114, utilizando o critério de
Weyl (veja o Exercicio 49). Note que a érbita de 0 pela rotacao irracional é igual
a {p(n) (mod 1) :n >0} para o polinémio p(X) = BX € R[X]. Nessa roupagem,
o Teorema 114 possui a seguinte generalizagao.

(Weyl) Se p(X) = agX?+ -+ a1 X € R[X] é polinémio de grau d > 1 tal que
algum a; ¢ Q, entdo o conjunto

{p(n) (mod1):n>0}
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Exemplo 117

Exemplo 118
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é equidistribuido em S!.

Como exemplos, obtemos que se 3 ¢ Q entdo os conjuntos {n?3:n >0} e
{n?92l7 :n > 0} sdo equidistribuidos em S'.

SECAO 25
Numero de rotacao

Seja f : S' - S! homeomorfismo. De agora em diante, assumimos que f preserva
orientacio (caso contrario, tomamos f2). Vamos introduzir uma “rotacio média”

de f.

(Ntmero de rotagao) O nidmero de rotagio de f é igual a

% (mod 1)

P =,

para algum (qualquer) z € R, onde F': R — R é algum (qualquer) levantamento
continuo de f.

A definicao acima requer explicacdo de que o limite ndo depende de F' nem de
x € R. Antes de proceder & boa definigdo, vamos introduzir exemplos. Relembre
que se F' é levantamento de f, entdo F(x+1) = F(x)+1 para todo x € R. Usando
que F'? é levantamento de f?, obtemos que F9(x+1) = F9(z)+1 para todo g € Z
e todo r e R.

Se f é a rotagdo de angulo (3, entdao p(f) = . De fato, F(z) = 2+ [ é
levantamento e dai

p(f) = lim

n—+oo

F"(a:)—x: lim (x+n,6)—x:5.
n

n—+00 n

Suponha que f possua um ponto periodo de periodo ¢, digamos f?(xg) = .
Se [z] = xg, existe p > 0 inteiro tal que

Fi(z)=x+p,
pois [F9(z)] = f4(xg) = xo = [x]. Entao
F?(z) = Fl(x +p) = FU(z) +p =z + 2p,

e por inducdo obtemos que F*(z) =  + kp. Assim, o nimero de rotacio de f
¢é igual a
Fka(g) -z k
p(f) = lim @) -z ke
k—+o00 kq k—+oo kq q
Observe que o denominador é o periodo e p é o nimero de voltas que a érbita

de g faz ao redor de S! antes de fechar o perfodo.

Provamos acima que se Per(f) # @ entdo p(f) € Q. A reciproca é verda-
deira, conforme provaremos mais adiante. Antes, vamos provar que o nimero de
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rotagao estd bem-definido.
Teorema 119 | (Poincaré) O nimero de rotagao p(f) estd bem-definido.

Prova | Mostraremos o teorema em trés partes.
Fato 1. p(f) ndo depende de F.

Prova || (Fato 1) Sejam F,G : R - R levantamentos de f. Entao existe p € Z tal que
G(x) = F(z) + p. Por outro lado, temos

F(r+1)=F(x)+1 F(z+p)=F(x)+p
Glz+1)=C(z) +1 Gz +p) = G(z) +p.
Assim,
G*(2) = G(G()) = G(F () +p) = G(F(2)) +p = F(F(2)) + 2p = F*(x) + 2p.
Por inducio, temos G™(z) = F™(x) + np para todo n € Z, e portanto

G'(z)-=x _ F'(z)-z .

n n

bl

provando que p(z) € S! nido depende do levantamento. O

FaTO 2. p(f) ndo depende de x € S'.

PROVA || (Fato 2) Como f tem grau 1, se z,y € R sdo tais que |z —y| < 1 entdo
|F'(x) — F(y)| < 1. Por indugao, segue que |F"(z) - F"(y)| < 1. Assim,

Fr(a) - Fr(w)| | -]

F”(:v)—a:_ G"(x)-=x < |

n n n n

2
n
Assim, o limites calculados em « e y coincidem. Note também que

F'(z+1)-(z+1) _F”(m)—x+1_l
n - n n

e portanto, médulo 1, os limites calculados em x + 1 e x também coincidem.
Isso prova que p(f) nao depende de x € R. O

Procedemos para a tultima parte, de que o limite existe. Para isso, fixamos
um levantamento F' e x = 0. Vamos mostrar que a sequéncia {FT(O)} o é de

nz
Cauchy. Defina G, (z) = F"(z) - x.

FaTO 3. |Gp(z) - Gr(y)| < 2, para todos z,y € R.
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Definicdo 120
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(Fato 3) Como ja usado anteriormente, F™(x +1) = F"(z) + 1 (pois F" é
levantamento de f", que tem grau 1). Assim, Gyp(z +1) = Gy (x), i.e. Gy, é
1-periédica. Logo, podemos assumir que x,y € R. Dali,

|G () = Gu(y)| < [F" () = F"(y)| + |z - y| < 2.
<1 <1

Pelo Fato 3, se z,y € R entédo
Gn(x)-2<Gp(y) <Gp(x)+2 = F"(2) -2 -2<F"(y)-y < F"(x) -z +2.
Tomando 2 = 0 e y = F(-)7(0), temos
F™(0) -2 < F*(0) - F*=D7(0) < F™(0) + 2
para todo k£ > 1. Somando em k=1,...,m, temos

m[F"(0) - 2] < F™(0) - F°(0) < m[F"(0) + 2]
=0

e portanto

Fr(0) 2 _F™(0) F™0) 2 _ peo), [Fn(o> _2 FY0) %]

n n. mmn 0 n mn n n’on

) [0 2 0 2]

Trocando m,n de lugar, temos também que —— - = —

Mas entao

F”(O) F’”(O)’

< 2 Fmn(0) Fm@o) 2 Fmm(0) +2,2
o
Portanto, {%(O)}nzl é de Cauchy. O

Dentre as importancias do niimero de rotagao, temos a invaridncia por con-

jugacoes.

(Conjugagao de homeomorfismos em S') Dizemos que dois homeomorfismos
f:S! = Sleg:S! - S! sdo conjugados se existe h: St - S! homeomorfismo
que comuta o diagrama abaixo, i.e. hog= foh.

Sl _g> Sl

1 1
S—>fS
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A transformacio h é chamada de conjugacio. Nesse caso, temos g = h™to fo f
e portanto g" = h~! o f" o f para todo n € Z.

Lema 121 | Na notagdo acima, se f, g sdo conjugados entao p(f) = p(g).

Deixamos a prova e outras consequéncias da conjugacao nos Exercicios 50 e
51. Uma consequéncia do Lema 121 é que rotacoes distintas nao sdo conjugadas.

Finalizamos essa secdo concluindo a discussdo sobre nimeros de rotacao
racionais.

Proposicdo 122 | O nimero de rotagao de f é racional se e somente se Per(f) # @.

Prova | A implica¢do (<) foi provada no Exemplo 118. Provaremos a implicagao
(=>). Mostraremos que Fix(f) = @ se e somente se p(f) # 0. Uma vez
provado isso, segue que Fix(f?) = & se e somente se p(f) # g. De fato, como
p(f?) = qp(f) (Exercicio 52), temos que p(f) # & <= p(f?) # 0
Fix(f?) = @. Isso completard a prova: se Fix(f9) = @ para todo ¢ € Z entao
o(f) # g para todo q € Z, ou seja, p(f) é irracional.

Tome F' levantamento de f com F(0) € (0,1). Como Fix(f) = @, o gréfico de
F' nao intersecta as retas y =z e y = x + 1, veja a figura abaixo.

A y=z+1 Y=

Y

Logo, 0 < F(z) —z < 1 para todo € R. Como F(x) —x é 1-periédica, existe
d>0tal que § < F(x) —x <1-¢ para todo x € R. Assim,

J < F(z)-z <1-¢6
§< FXz)-F(x) <1-§

5 < F'(z) - F"\(2) <15

Somando, obtemos que nd < F"(x) —x <n(1-49) e portanto

<F (x) -
n

0 <l1-6 = d<p(f)<1-4,

0 que completa a prova. ]

SEGAO 26
Exercicios



Exercicio 45

Exercicio 46

Exercicio 47

Exercicio 48

Exercicio 49

Exercicio 50

Exercicio 51

Exercicio 52

EXERcCicCIOS

| Mostre que se f:S' - S' é um homeomorfismo, entdo o grau de f é 1 ou —1.

Mostre que se f,g: S' - S' sdo continuas, entdo o grau de f o g é igual ao
produto dos graus de f e g.

Seja f a rotagado irracional de dngulo 8. Vamos mostrar que a Orbita positiva
O (x) = {f"(x):n >0} de todo x € S* é densa em S'.

(1) Mostre que é suficiente provar o afirmado para x = 0, i.e. que {nf:n >0}
é denso em S!.

(2) Mostre que se para todo € > 0 existe ng > 0 tal que f™(0) € (0,¢) c S!
entao vale (1).

(3) Dado € > 0, vamos mostrar que existe ng satisfazendo (2). Tome N = [%]
e considere o conjunto {0, f(0),..., fV(0)}. Pelo principio da casa dos
pombos, existem 0 < i < N tais que 0 < [f?(0) — f/(0)| < e. Conclua o
resultado.

| Prove o Lema 113.

O critério de Weyl afirma que a sequéncia {, }n>1 C S! é equidistribuida se e

somente se
1 N
lim — Z
No+oco [V n=1

eQTrimasn =0

para todo m € Z\{0}. Utilizando o critério de Weyl, mostre que a rotacao
irracional é equidistribuida.

| Prove o Lema 121.

Mostre que se f, g sdo conjugagao h tal que ho f = foh, entao h(Per,(g)) =
Per,,(f) para todo n > 1.

| Prove o afirmado na Proposicao 122: p(f?) = qp(f).
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Definicdao 123

Definicao 124

Lema 125

Shifts topologicos de Markov

Nesse capitulo, introduziremos um sistema dindmico de extrema importancia na
dindmica e na teoria ergddica. Ele constitui um exemplo intrinseco que, sur-
preendentemente, modela diversos sistemas dindmicos que aparecem em varias
areas do conhecimento e em aplicages. Sao os shifts topoldgicos de Markov.

SEGAO 27
Espacos simbdlicos

Tome um conjunto finito A com |A| = N. Chamamos A de alfabeto. No que
segue, consideramos A fixo.

(Espagos simbélicos) O espaco simbdlico unilateral com alfabeto A é definido
por
=2 = ALY — (= (20,21, 3,...) 11y € A, Vi 2 0.

O espaco simbdlico bilateral com alfabeto A é definido por

E:EA:AZ:{Q:(...,x_l;xo,xl,...):xieA,ViEZ}.

Note que, no caso bilateral, separamos as posi¢oes —1 e 0 por um ponto e
virgula. Um exemplo cldssico na literatura é quando A = {0,1,...,N - 1}.

Existem diversas maneiras de introduzir métricas em X* e ¥. Consideramos
uma classe delas, que compara os maiores intervalos centrados na origem em que
duas sequéncias coincidem. Dados z,y € X", defina N(z,y) e Nu oo por

N(z,y)=max{n>0:2;=y;,0<i<n}=min{n>0:2, # y,}.
Similarmente, dados z,y € X, defina
N(z,y) =max{n>0:2;=y;,-n<i<n}=min{|n|:z, # yn}.
Tome p > 1.
(Métricas dj, e d,) Defina a métrica dj : £* x 5% — [0, 00) por
di(z,y) = p~ VY.
Similarmente, defina a métrica d,: 3 x ¥ — [0, 00) por

-N(zy)

dp(z,y) = p

| Para todo p> 1, (¥7,d;) e (¥,d,) sdo espagos métricos.
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ESPACOS SIMBOLICOS

Prova | Por simplicidade, omitimos a dependéncia em p das métricas. Facamos a prova
para d* (a prova para d é similar). Comecamos notando que se z,y,z € X
entao

N(z,y) > min{N(z,2), N(z,y)} (27.1)
Para checar essa desigualdade, temos dois casos a considerar:

o Se N(z,z) > N(z,y) entdo N(z,y) = N(2,y) e obtemos igualdade em
(27.1). O mesmo vale se ocorre a desigualdade reversa.

o Se N(z,z) = N(z,y) = N entdo z; = y; para 0 < i < N e portanto
N(z,y) > N.

Agora procedemos para a prova de que d* é métrica:

o POSITIVIDADE: d*(z,y) > 0 claramente, e d"(z,y) = 0 se e somente se
N(z,y) = oo se e somente se z = y.

o SIMETRIA: d*(z,y) =d*(y,z) é claro.
o DESIGUALDADE TRIANGULAR: pela estimativa (27.1), temos

d*(z,y) = p V@Y < prminiN @2 N} 2 max{d*(z,2),d" (2,)},

que implica a desigualdade triangular.

Isso conclui a prova. O

A mesma versao forte da desigualdade triangular também vale para (X, d,).
Isso mostra que (X7%,d}) e (2,d,) sdo espagos ultramétricos. Agora mostremos
a compacidade desses espacos.

Lema 126 | Os espagos métricos (X7,d)) e (X,d,) sdo sequencialmente compactos.

Prova | Provamos o resultado para (X7, d} ), sendo a prova para (,d,) andloga. Tome

{g(")}nzl c ¥, com z(™ = (x(()n),xgn), ...). Como x(()n) e A e A é finito, existe

uma subsequéncia, que também denotaremos por {g(”)}nzl, tal que l‘(()n) =X

é constante. Procedendo por indugao coordenada a coordenada, construimos
uma subsequéncia, ainda denotada por {g(”)}nzl, e letras xg,x1,... € A tais

que g,ﬁn) = xy, para todo n suficientemente grande. Tomando z = (g, z1,...) €

3*, é claro que d;(g(”),g) - 0 e portanto z(™ - z. O

Finalizamos essa secao introduzindo outros espagos simbélicos, definidos por
grafos orientados. Seja G = (V, E) um grafo orientado, onde V = A.

Definicao 127 | (Espacos simbdlicos associados a G) O espago simbdlico unilateral com alfabeto
A é definido por

Yr=%4= ALY = (o = (mg, 21, 29,...) 35 € A, Vi > 0},



Exemplo 128

Exemplo 129

Definicao 130

Definicao 131

PALAVRAS, CILINDROS E TOPOLOGIA PRODUTO

O espaco simbdlico bilateral com alfabeto A é definido por
S=Sa=Al={z=(...,2_1;20,%1,...) : x; € A, VieZ}.

Observamos que as definicoes e resultados para Xt e ¥ também valem para
os espacos simbolicos associados a grafos X7 (G) e X(G), com provas andlogas.

Podemos representar a combinatéria de G por meio de uma matriz de adja-
céncia A = [a;j]i jes, onde

1,se(i,j)eE
a,;j:

0,se(i,j) ¢ E.

Se G = (A, AxA) ¢ o grafo completo, cuja matriz de adjacéncia é A = [1]; jea,
entdo X7 (G) = X" e ¥(G) = X. Por isso, costumamos chamar (X7,0,) e (£,0)
de TMS completos.

Seja A={0,1} e G o grafo abaixo:

i —

v.l

11
1 0]. Entao ¥*(G) é o conjunto das sequéncias
de ¥* sem dois 1’s consecutivos, e 0 mesmo ocorre para 2(G).

A matriz de adjacéncia é A = [

SECAO 28
Palavras, cilindros e topologia produto

(Palavras e linguagem) As palavras de tamanho n formadas pelo alfabeto A
Sa0

A = {(:E(), 600 ,ilj‘nfl) ‘T € A}
A linguagem do alfabeto A é definida por uy,»1.A™.

(Cilindros) Dada uma palavra (am,...,am+n-1) da linguagem, m > 0,n > 1,
definimos o cilindro em Xt por

m[ama ceey am+n71] = Cm,ernfl(a/m» e 7am+n71)

o _ —
= {EEE *Tm = Amyy - - - Tmtn-1 —am+n—1}~

Cilindros em ¥ sao definidos do mesmo modo, permitindo m € Z.

Por exemplo, se A ={0,1,2} entdo em X* temos o cilindro

2021[1] = {(%0, - - ., T2020, 1, T2022, . . .) 1 27 € {0, 1,2} }.
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Em {0,1}%, temos
C-11(1,0,0) ={(...,2-2,1;0,0,22,...) s z; € {0,1}}.

Vamos entender de que modo as definicdes acima se relacionam com a to-
pologia produto. Relembre a definicdo da topologia produto: se (X, 7)) sdo
espagos topoldgicos, com A € A, definimos uma topologia 7 em X = [ cp X de
modo que cada projegao py : X — X é continua, i.e. 7 é gerada por conjuntos
da forma []ycp Uy, onde Uy € 7y e Uy + X, para uma quantidade finita de .

No caso em estudo, considere a topologia discreta em A (i.e. todo subcon-
junto U c A é aberto e fechado), e tome as topologias produto em X" e ¥. Essas
topologias sao geradas pelos seguintes tipos de conjuntos:

o ¥*: conjuntos Uy x Uj x --- com Uy # A para uma quantidade finita de k’s.
Em particular, os cilindros

ml:amy cee 7am+n—1:| = Ax - x {am} X X {am+n—l} Xoeee

sdo abertos. De fato, os cilindros da forma acima formam uma base da
topologia (Exercicio 54).

o X conjuntos -+ x U_y x Uy x Uy x --- com Uy # A para uma quantidade finita
de k’s. Similarmente, os cilindros

m[am7 e 7am+n—1:| =X {am} Xoeee X {am+n—1} Xoeee

sao abertos.

Por outro lado, os cilindros também sao fechados. De fato, seus complementares

ml:amy-‘-aam+n—lj|cz U m[bmw”abmﬂm—l]
(bms--es btn—1)%
(ams---s Amtn—1

sdo a unido de cilindros, logo sao abertos. Em inglés, dizemos que cada cilindro
é clopen. Isso implica, dentre outras propriedades, que X" e ¥ sao totalmente
desconexos.

Pelo teorema de Tychonoff, com respeito a topologia produto os espacos
¥7*, ¥ sdo compactos. De fato, ja sabfamos disso, pois a topologia produto é a
mesma da topologia induzida pelas métricas. Mostraremos esse fato na proxima
secao.

Finalizamos a presente se¢ao notando que as defini¢ées e resultados provados
acima também valem para os espacos simboélicos associados a grafos X7 (G) e
¥(G), com provas andlogas. Por exemplo, podemos também definir cilindros em
YH(@G) e 3, restringindo as sequéncias desses conjuntos.

SEGAO 29
Shifts topolégicos de Markov

Para definir os shifts topologicos de Markov, devemos antes definir dindmicas
em X" e X.
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Definicao 132 | (Transformagoes shift) O shift unilateral é a transformagao o, : X7 - ¥7F
definida por o, (zg,x1,...) = (x1,22,...). O shift bilateral é a transformacao
0 : X - ¥ definida por o(...,z_1;x0,21,...) = (..., Z0; T1, T2, ...).

Em outras palavras, o, e o deslocam a sequéncia uma unidade a esquerda.
No caso unilateral, apagamos a primeira entrada e consideramos a sequéncia
remanescente. B ficil notar que o nao é invertivel, ao passo que o é.

Lema 133 | Com respeito as métricas d;; e d,, as transformacoes o, e o sdo p-Lipschitz.
Mais especificamente:

d;(o-+(£)a U+(Q)) < pd;(lvg)a VLQ € 2+

ptdy(z,y) <dp(o(z),0(y)) < pdy(z,y), Vz,yeX.

PrOVA | Vamos provar a estimativa para o,. Escreva x = (g, x1,...) € y = (Yo, Y1,--.)-
Temos dois casos:

o xo #yo: temos d(z,y) =1 e d,(0+(z),0.(y)) <1, logo a desigualdade é
clara.

o x0 = yo: nesse caso, N(o.(z),0+(y)) = N(z,y) -1 e dai
dy(0:(2),04(y)) = pdy(2,y).
O

Definicao 134 | (Shift topolégico de Markov com alfabeto A) O shift topoldgico de Markov
unilateral com alfabeto A é o par (X7,0%). O shift topoldgico de Markov
bilateral com alfabeto A é o par (X, 0).

Em inglés, eles sdo conhecidos como topological Markov shifts, com a sigla
TMS. No que segue, utilizaremos essa sigla.

Seja agora G = (V, E') um grafo orientado, onde V' = A, e relembre a defini¢ao
de ©*(G) e ¥(G) ao final da Secdo 27. E facil notar que o*[2*(G)] ¢ ¥*(G)
e 0[X(G)] = B(G). Assim, podemos restringir as transformagoes shift a esses
conjuntos e considerar as seguintes defini¢oes.

Definicdo 135 | (Shift topolégico de Markov associado a G) O shift topoldgico de Markov unila-
teral associado a G é o par (X7(G),0"). O shift topologico de Markov bilateral
associado a G é o par (2(G),0).

Agora provamos que as duas topologias introduzidas nos espacos simbdlicos
coincidem.

Teorema 136 = As topologias produto de ¥ e ¥ coincidem com as topologias induzidas por
dled,.
p © %
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Prova | Fixe p > 1. Focamos no caso unilateral. Sejam 7 a topologia produto em X*
e T4+ a topologia induzida por d*. A prova seguird se mostrarmos que uma
base da topologia de 7 estd contida em 74+ e vice-versa. Tome um cilindro
ml[@ms -+ s @Gmn-1].- Temos que:

o C=qlam,. ., amin-1] = B(z,p™") para qualquer z € g[am,...,@nin-1],
logo C' é aberto de 14+.

° ml@m,- - amin-1] =07"(C) é aberto de 74+, pois o, é continua.

Reciprocamente, tome uma bola B(z,r) da topologia 74+. Se n é tal que
pt<r<p ™ entdo B(z,r) = B(z,p") = o[z, ., xn1] €T O

Finalizamos esse capitulo provando que os TMS (X*,0%) e (X, 0) sdo tran-
sitivos, i.e. possuem pontos com érbita densa.

Lema 137 | (X7,0") e (¥,0) possuem pontos com érbita densa.

Prova | Podemos fixar p > 1 e tomar as distdncias d* e d. Relembre que para x € ¥*
temos Oy, (z) = {0 (z) : n > 0}; para z € ¥ temos Oy (z) = {o"(z) : n € Z}.
Note que d* (07" (z),y) < p™" se e somente se (T, - - Tmin-1) = (Y0, -+ s Ym-1),
e uma equivaléncia similar vale para o. Assim, z € 3* possui 6rbita densa se e
somente se toda palavra da linguagem aparece em z. Isso é facil de construir,
bastando definir  por uma concatenacao lado a lado de todas as palavras da
linguagem:

= (A17A27' ")7

onde A" significa que concatenamos lado a lado as |A|" palavras de tamanho
n. O mesmo pode ser feito no caso bilateral. O

{0.1,} temos o seguinte ponto com Orbita densa:

Por exemplo, em {0,1}
z=(0,1,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,...,1,1,1,...).

——

Al A2 A3

SECAO 30
Exercicios

Exercicio 53 | Forneca detalhes para todas as provas nao explicitadas do caso bilateral.

Exercicio 54 | Mostre que os cilindros ,,,[am, - - -, @m+n-1] formam uma base para a topologia
produto de X* e X.

Exercicio 55 | Seja G = ({1,2,...,n}, E) um grafo orientado, e seja A = [a;;] sua matriz de

adjacéncia. Seja AF = [ag?)]. Mostre os seguintes itens.

(1) O total de caminhos de tamanho k que comecam em 7 e terminam em j
é a(l.ﬁ)
17 "

(2) O total de ciclos de tamanho k é tr(A4%) =Y oM.

i
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(3) Conclua que o total de pontos fixos de o7, 0™ em £*(G), 2(G) é tr(AF) =
(k)
2 ;-
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SECAO 31
Mapas unidimensionais markovianos

Vamos comegar com um exemplo introdutério. Seja f:[0,1] - [0,1] a transfor-
magcao f(x) =2z (mod 1), i.e.

f(x) =

Io I

A transformacao f é intimamente relacionada com a representagdo binaria
de ndmeros reais. Dado z € [0,1]\Q, h&d um dnico modo de escrever x como a
soma de poténcias de dois:

an a1 a2

z=0.a1a9: = = — 4+ =+
142 T; mn 21 22
onde cada a, € {0,1}. A transformacao f nos permite identificar ay,as, ..., do

seguinte modo. Sejam Iy = [O, %] el = [%, 1]. Note que:

o0 a;1=0 << 0<x<% <~ x€ly.
1

5<x<] — zel.

oa;=1 <<

Noutras palavras, identificamos x pela inclusao x € I,,. Para achar ag, aplicamos

f:
a_z = f(z)=0.a2a3= ). an;:l'
2 n>1 2

z =0.a1a0 = Z

n>1

Portanto, f(x) € I,,. Indutivamente, temos f" 1(x) = 0.a,a,41-+ € portanto
[ Yx) e I,,. Desse modo, geramos de modo dindmico por meio de f os digitos
de z em base dois. O mesmo vale em base d, bastando tomar f(z) = dr (mod 1).
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MAPAS UNIDIMENSIONAIS MARKOVIANOS

Uma consequéncia é a seguinte associagdo (que, por enquanto, é quase uma
tautologia): cada x € [0,1]\Q se associa a uma sequéncia unitaleral

0(z) = (a1,as,...) € {0, 1} {1

onde a, é definido por f*(x) € I,,. Definimos assim uma codificagdo 6 :
[0,1]\Q - {0,1}{1}. Para entender melhor a codificacdo 6, veja que a relacdo
entre x e 0(x) é a seguinte:

$€Ia1 SUEIal
f(x) € Lo, zef(1.,) B
Payel, = Jweri) — "L} Can)

Afirmamos que, pelas propriedades de f, a intersecao acima consiste de um tinico
ponto. No que segue, assumimos que f deixa de ser uma funcdo em z = %, e
escrevemos que f (%) =1 pelo ramo da esquerda e f (%) =0 pelo ramo da direita.
Como z ¢ Q, nossa andlise ndo é afetada por essa hipdtese. Por outro lado, essa
condicao garante que as pré-imagens de intervalos fechados pelos ramos f 7, e

f 11, permanecem fechados. Vejamos alguns exemplos.

Vamos identificar A =I1n f1(Io)nf2(I}) = {zx €[0,1] :a; = 1,a2 = 0,a3 = 1}.
Para isso, identificamos sucessivamente I1, Iy n f~1(Iy) e finalmente A. Temos

I = [%,1], Para identificar I; n f~1(Ip), observe que f~'(ly) = Jou Ji =
|:07 Z%L] U [%’ %], com J; c I;. Assim,

Lo £ ) = [2.3].

NI
(o)

Por fim, para identificar A, note que f~2(I;) consiste de quatro intervalos
fechados, cada um de comprimento %.
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— S
xa Nty

Apenas um deles intersecta I; n f~1(Iy), e portanto A = [g, g].

Observe que se nao tivéssemos definido f (%) como dois valores teriamos
() = [}1, %) u [%, 1], e portanto f~2(I1) nio consistiria de quatro inter-
valos fechados.

Retornando ao nosso objetivo, escrevemos

m f_n(laml) = ﬂ Ial n---n f_(n_l)lﬂn = ﬂ Fh,

n>0 n>0 n>0
=F,

onde {F}}n>0 é uma cadeia descendente de intervalos fechados com |F,| = 27%

(isso é facilmente provado por indugdo em n). Pelo teorema de intersecio de
Cantor, Nyso f"(1a,,,) consiste de um tnico ponto. Desse modo, definimos
uma inversa para 0 por 7 : {0, 1}{1} > [0,1] dada por

{r(2)} =N f"Uan)-

n>0

Mais ainda, m comuta o diagrama abaixo:

{0, 1}{17---} I {0, 1}{17---}
[O’ 1] f“ [O) 1]

De fato, se z = (z¢,z1,...) e 7(z) =y, entdo

yel,
' f(y) e Ly,
Bl = L0 e,

fZ(y) € Iy

e portanto f(7(2)) = f(y) = 7(x2,23,...) = 7(0+(2)).

As propriedades fundamentais de f que permitiram provar que a intersecao
é uma cadeia descendente de intervalos de comprimento convergindo para zero
sdo duas: f é expansora e satisfaz a propriedade de Markov, conforme definire-
mos abaixo. No que segue, vamos definir uma classe maior de transformagcoes
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para as quais podemos proceder exatamente como fizemos com 2z (mod 1), e
forneceremos todos os detalhes formais.

(Mapa unidimensional markoviano) Dizemos que f:[0,1] — [0,1] é um mapa
unidimensional markoviano se existirem zg=0< 27 << zp_1<2Zp=1le A>1
tais que:

(1) f £ EXPANSORA: f é diferencidvel com |f’| > X em cada (2, zx+1), para

k=0,...,n-1.
(2) PROPRIEDADE DE MARKOV: gclillzl_ f(x) e mhjgf(x) pertencem ao con-
junto {zg,...,2n}, parak:O,...,;;. ’
Nesse caso, chamamos a familia {[z9, z1], ..., [2n-1, 2n] } de particio de Markov.

Em particular, a restricio de f a cada (2, 2zk+1) € estritamente mondtona,
para k =0,...,n—1. Observe que nem descrevemos o valor de f(zj). Isso nio
é importante e, de fato, f nem precisa estar definida nesses pontos. Mas, para
que as pré-imagens de intervalos fechados permanecam fechadas em cada ramo

de f (como fizemos para f(z) =2z (mod 1)), assumimos que f(z) = lim f(z)
Tz
no ramo f M, .)€ f(z) = lim+ f(z) no ramo f Porozinn)
CL’—>Zk

O mapa f(x) = 2z (mod 1) visto acima é unidimensional markoviano. Mais
geralmente, se d € Z entdo f(x) = dr (mod 1) é unidimensional markoviano.
Melhor ainda, f nem precisa ter derivada constante: se f é uma transformacao
expansora com ramos completos, i.e. f(zg,2k+1) =[0,1] para k=0,...,n-1
entdo f é unidimensional markoviana. Veja exemplos na figura abaixo.

A A

Iol I ‘ 10111112

O exemplo abaixo é unidimensional markoviano. Note que f possui ramos nao
completos.
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Y

20 z1 Z2 Z3 z4
Exemplo 142 | O exemplo abaixo ndo é unidimensional markoviano. De fato, lim+ f(x) nao

I"Zl
pertence a {zo, 21, 22, 23, 24 } -

A
24
23
22

<1

-
>

20 21 22 %3 24

A construgao feita para f(z) = 2z (mod 1) se aplica ipsis literis para todo
mapa unidimensional markoviano. Vamos recapitular a discussdo, dividindo-ao
em passos.

PAsso 1. Tome G = (V,E) onde V = {Iy = [20,21],---,In-1 = [2n-1,2n]} €
E={L~1I:f(I;)>I;}. '

PAsso 2. Considere o TMS unilateral (X, 0. ) associado a G.

PAsso 3. Defina 7 : X" — [0, 1] por

{r(@)} ="z

n>0

Note que, uma vez que justificamos a boa definigdo de 7, obtemos que 7(z) =

'Relembre que f(z;) = lim f(z) e f(ziv1) = lim f(z) em I;, de modo que as arestas de
z—»z: fL‘—)Z;+1
G estao definidas, com respeito a f original, pela inclusdo m o I;. Esse é um beneficio de
estender f nos pontos {zo,...,2n}, pois assim nado precisamos tomar fechos. Por outro lado, a
discussdo perde a precisdo (injetividade) no conjunto {zo,...,2,} € em suas pré-imagens mas,
como o conjunto de pré-imagens é enumeravel, ele é “irrelevante” do ponto de vista de medida
de Lebesgue.
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y é o Unico ponto tal que
y €Iy,
f(y) e I,
f2(y) €1y,

A boa definicdo e propriedades que 7 satisfaz estdo enunciadas no proximo re-
sultado.

Teorema 143 | Na notagdo acima, 7 : X% — [0,1] estd4 bem-definida, é continua e comuta o
diagrama abaixo:

DA

[0’ 1] T’ [0’ 1]

Prova | Para ver que 7 estd bem-definida, devemos provar que a intersecdo
Nnso f (I, ) consiste de um unico elemento. Temos

m fﬁn(‘l%n) = m IIO AN fﬁn‘[fvn = m FT“
n>0 n>0 n20
=F,

onde {F}, }n>0 ¢ uma cadeia descendente de conjuntos fechados.

Faro 1. Se Iy, = 14, = -+ = I, ¢ um caminho em G, entdo

() £ (L)
k=0

é um intervalo ndo-vazio.

ProvA || (Fato 1) Esse resultado é consequéncia direta da propriedade de Markov.
Vamos prova-la por indugdo. O caso n = 1 decorre da definicdo de aresta:
se f(lay) 2 Ia, Ig, intersecta f1(I.,); pela monotonicidade de f Mays @
intersecao Ig, N f‘l(Ial) é um intervalo. Assuma o resultado valido para
n -1, e considere I,, - I,, - -~ = I,, caminho de tamanho n em G. Por
inducao,

X =1y nen 0, )

é um intervalo nao-vazio. Temos X c I, c f(l,,), e portanto f~1(X)
intersecta I,,, com a interse¢ao I,, N fY(X) igual a um intervalo. Assim,

Iog N f_l(Im)‘” Nf"la,) = Lag N f_l(X)

é um intervalo nao-vazio. O

Faro 2. Se I, = I, = - = I, ¢ um caminho em G, entao o intervalo

() £ (1)
k=0
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tem comprimento < A7".

(Fato 2) A prova é novamente por indugdo. Considere n=1. O mapa f leva
o intervalo I, N f~1(I,,) em um subintervalo de [0,1]. Como f é expansora
com derivada > ), segue que I, N f~1(1,,) tem comprimento < A~!. Assuma
o resultado valido para n — 1. Utilizando a mesma notagado da prova do
Fato 1, temos que X é um intervalo de comprimento < A1) Pela mesma
argumentacio do caso n = 1, concluimos que I, N f1(Iy,) 0 f(1,,) =
Iy N f71(X) tem comprimento < A\™". O

Pelos Fatos 1 e 2, segue que do teorema de intersecao de Cantor que 7 esta
bem-definida. Passamos agora para provar a continuidade. Fixe p > 1, e seja
d*=d; em X",

Fato 3. Se z,y € ¥* com d*(z,y) < p™", entdo d"(n(z),7(y)) < A™". Em
particular, m é continua.

(Fato 3) Escreva z = (20,21,.--) ¢ ¥ = (Yo, ¥1,---). Entdo (zo,...,z,) =
(40, .- -, Yn). Escreva

7T(Q) =N Izo ﬂ-'-ﬁf_k(fwk) =N Fk
k>0 k>0

=F,

7T(g) = N Iy, n“'ﬂfik(lyk) = N G-
k>0 k>0

=Gy
Temos Fj, = G, para k=0,1,...,n. Como 7(z),7(y) € F}, = Gy, concluimos
que d*(m(z),n(y)) < diam(F,) < A™", onde na tltima passagem usamos o
Fato 2. Isso prova o Fato 3. O

Resta mostrar que moo, = for. Dado x € ¥*, temos que 7(z) é o tinico ponto
tal que

m(z) €Iy
: F(r(2)) € I,
BU s — L@y et
e portanto f(m(z)) =7n(x1,ze,...) =7(0:(2)). O

E importante entender também a imagem de 7. Afirmamos que 7 é “quase”
bijetiva: se y € [0,1] é tal que f*(y) ¢ {20,...,2n} para todo k > 0 entdo
existe unico z € ¥* tal que w(z) = y. De fato, basta notar que existe unico
zp €{0,1,...,n—1} tal que f*(y) € I, , o que define uma sequéncia (xg,x1,...).
Afirmamos que essa sequéncia estd em Y. Como f¥(y) e int(I,,) e fF(y) €
int(I,,,), temos que f(int(I;,)) intersecta int(I,,,). Pelo TVI e pela proprie-
dade de Markov (propriedade (2) na Definicao 139), segue que f(I;,) 2 Iy, -

A observagao do ultimo paragrafo permitiu passar de uma intersecdo nao-
vazia (de interiores) para uma inclusao (f(int(l;)) nlI; # @ = f(L;) > I;).
Podemos, portanto, reinterpretar a propriedade de Markov do seguinte modo:
“se intersecta, entdo contém”. Explicado desse modo, podemos dar uma definicao
alternativa para o conjunto de arestas F, sem precisar estender f nos pontos
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{z0,...,2n}:
E={I; - I;: f(int(l;)) nint(l;) + &}.

Note que a defini¢io nao considera f(z;). Em suma, a propriedade de Mar-
kov implica inclusées que, por sua vez, implicam concatenagdo de arestas como
fizemos na prova do Teorema, 143.

SECAO 32
Conjuntos de Cantor dinamicamente definidos

Nessa secdo vamos definir uma classe de conjuntos de R, chamados conjuntos
de Cantor dinamicamente definidos. Sugerimos ao leitor estudar a Secao 39
sobre dimensao de Hausdorff em R. Essa é uma maneira de medir conjuntos
que possuem medida de Lebesgue nula. Chamamos um subconjunto de R de
fractal se sua dimensdao de Hausdorff estiver em (0,1). Os conjuntos de Cantor
dinamicamente definidos sdo fractais, definidos a partir de fungoes. Iniciaremos
a discussdo com a introduc¢ado do conjunto de Cantor classico K c R. Antes de
defini-lo de modo dinamico, vamos considerar a maneira tradicional de defini¢ao,
por meio de um processo iterativo, conforme descreveremos abaixo.

Passo 0. Tome Ky = [0,1].

PaAsso 1. Divida Ky em trés intervalos de mesmo comprimento e exclua o terco

médio aberto (i.e. os extremos sdo mantidos). O conjunto resultante é
Ki=[0,5]u[5.1]-

PAsso 2. Para cada um dos dois intervalos de K7, repita o argumento, i.e.

exclua seu terco médio aberto. O conjunto resultante é

Ko = (0,10 (2310 [8. 7)o [5.1].

O passo n é realizado de modo andlogo, para todo n > 3. Desse modo,

geramos uma cadeia descendente de compactos nao-vazios Ko > K1 > Ko 2 -+ em

que K, é a unido de 2" intervalos compactos de comprimento == cada.

3n
K()%

K — —_—

Ko — —
KsHH HH HH

Definicdo 144 | (Conjunto de Cantor cléssico) O conjunto de Cantor cldssico é definido por

K= K,.

n>0
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As seguintes propriedades valem:
o K é um compacto nao-vazio, pelo teorema de intersecdo de Cantor.

o K possui medida de Lebesgue igual a zero. De fato, K, tem medida de
Lebesgue igual a 2™ x 3% = (%)n, que converge para zero quando n — +oo.

o K é igual ao conjunto dos nimeros de [0,1] com apenas 0 e 2 em base 3
(Exercicio 57):

K={ g—g:anG{O,Z}}.
n>0

Embora K seja negligivel para a medida de Lebesgue, ele é um conjunto

grande. De fato, afirmamos que K possui dimensao de Hausdorff igual a %ggg
Para ver isso, escreva K, = X U2 I onde |I'| = 3% Dado d € [0, 1], temos
<i<2n

, 1\¢
T id _ - n( _~
mak) = 53 N = 2 ()
log 2
log 3

+00 ,8ed<

log 2
0 ,sed> Tog3"

Logo, K é um conjunto fractal.

Outra propriedade que mostrar K ser grande é que K + K = [0,2]. For-
neceremos uma prova geométrica dessa igualdade. Comecamos observando que
se A,B c R entdo a soma aritmética A+ B = {a+b:a € Abe B} éigual a
projecdo de 45° do conjunto A x B ¢ R? em R. Isso é verdade porque tal pro-
jecdo 7 : R? - R é dada por 7(z,y) =z +y, e portanto m7(Ax B) = A+ B. Em
particular, K + K = 7(K x K). Como

KxK =) Ky,xK,,

n>0

basta provarmos que (K, x K,) = [0,2]. Isso serd provado por inducdo, em
cada um dos passos da construcao.

PAsso 0. Kgx Ko =[0,1]? e portanto (K x Ko) = [0,2].

A
1oy

Y
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Passo 1. K x K1 é a unido de quatro quadrados, cada um deles com lado % A
unido da quatro projecdes coincide com a projecio do quadrado [0,1]?, veja na
figura abaixo. Assim, (K7 x K1) = 7([0,1]%) = [0,2].

A
1

Y

PAsso 2. Cada quadrado ) de K7 x K7 vira quatro quadrados em Ko x Ky de
modo que a unido das quatro projegoes coincide com a projecdo de ). Assim,
7T(K2 X Kg) = 7T(K1 X Kl) = [0,2]

Por indugédo, segue que 7(K, x K,) = [0,2] para todo n > 0, conforme
afirmamos. Agora, introduzimos uma classe bem maior de conjuntos de Cantor.

(Conjunto de Cantor dinamicamente definido) Dizemos que um conjunto K c
[0,1] é um conjunto de Cantor dinamicamente definido de classe C*, k > 1, se:

(1) Existem intervalos compactos disjuntos Iy, Io, ..., I, ¢ [0,1] tais que K c
Iiulyu---uUl, e as extremidades de cada [; pertencem a K.

(2) Existe uma funcio f de classe C* e expansora, definida em uma vi-
zinhanca da unido I; U I U - U I, tal que f(I;) é o fecho convexo de
intervalos dentre Iy,...,I,.

3) K=nN fM™(Lulyu-ul,).

n>0

Nesse caso, chamamos a familia {I1,Is,..., I} de particio de Markov.

A condicao (1) diz que os intervalos sdo definidos de modo maximal. A
condicao (2) sobre a imagem f(I;) é a propriedade de Markov (“se intersecta,
entdao contém"). O conjunto K ¢é o conjunto de pontos que podem ser iterados
por f para todo n > 0. Note que, ao contrario dos mapas unidimensionais
markovianos, f é definida nos extremos de I, ..., I,.

O conjunto de Cantor classico é dinamicamente definido. Para ver isso, tome
I = [0, %] el = [%, 1] e considere f: Iy Uly — [0,1] definida por

3x ,sex el

fx) =

3r—-2,sexels
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Y

I I

As condigoes (1) e (2) da Definicdo 145 sdo autométicas. Para checar (3),
basta notar que:

o f‘l([(), 1]) =hLuly,=K;.
o f2([0,1]) = f7H (K1) = Ka.
o Por indugao f™([0,1]) = K,,.

Assim, K= N f([yu--uUl,).
n>0

Exemplo 147 | Existem outras maneiras de provar que o conjunto de Cantor classico é dina-
micamente definido. Podemos também tomar g: I; u Iy - [0,1] por

3x ,sex €l

fx) =

3-3x ,sexels

Y

I I

O conjunto de Cantor gerado por g coincide com K.

Exemplo 148 | Considere r =4 e f dada pela figura abaixo.
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E bem mais dificil identificar quem é o conjunto de Cantor dinamicamente

definido.

Como vimos no ultimo exemplo, para f geral é muito dificil identificar o
respectivo conjunto de Cantor. Entender as propriedades geométricas desses
conjuntos de fato constitui uma area de pesquisa atual e profunda. Por outro
lado, do ponto de vista combinatério, podemos realizar a mesma construcao da
Secao 31:

o Tome G =(V,FE) onde V ={I,..., 1.} é a partigdo de Markov e F = {I; -
I« (L) > 1}

o Considere o TMS unilateral (3X*,0.) associado a G.

o Defina 7:¥* - [0,1] por

{r(2)} =N /" Lz,)-

n>0

Assim como na secdo anterior, 7 comuta o diagrama abaixo:

SECAO 33
Ferradura de Smale

A ferradura de Smale revolucionou a area de sistemas dinamicos. Antes de sua
descoberta, feita por Steve Smale em 1962, parte da comunidade (e o préprio
Smale) acreditava que a maior parte dos sistemas dindmicos era bem compor-
tada. Em particular, eles deveriam ser do tipo gradiente, possuindo uma quan-
tidade finita de pontos periédicos. O mecanismo descoberto por Smale mostrou
que ndo: existem dindmicas robustas (permanecem sendo as mesmas apds pe-
quenas perturbagoes) que possuem uma infinidade de pontos periédicos, dentre
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outras propriedades. Esse mecanismo se mostrou bem presente na teoria ao
ponto de, em alguns contextos (por exemplo em dimensdo baixa), ser o unico
responsavel por caoticidade. Hoje em dia, conhecemos a dindmica descoberta por
Smale de ferradura de Smale (em inglés, Smale’s horseshoe). Vamos descrever
como construi-la.

Comegamos considerando o dominio D abaixo, formado pela unido do qua-
drado @ e de quatro semicirculos By, Bs, Bs, By:

By
D
By Q By
Bs

Vamos definir uma transformacao f : D — D. Definimos f na unido B; U
Q u B3 de modo que a imagem desse dominio seja uma ferradura, definida pela
composicdo de uma transformacao linear e outra nao linear no ter¢co médio do
retangulo obtido:

A(Q
f(Q)
()
A linear g néo linear
Q — — Q
f=g0A

No que segue, olharemos apenas para os pontos que permanecem no qua-
drado por todo o tempo. Em particular, ndo nos preocupamos como f é definida
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em By u By (0s pontos nessa unido nao pertencem a @ no tempo n =0). A di-
namica de f em ) pode ser melhor descrita com a divisdo abaixo:

f(Q)

Acima, f(Q) intersecta @ em dois retdngulos verticais Syo = f(Rp), que
chamamos de perna esquerda da ferradura, e S1 = f(R1), que chamamos de perna
direita. Desse modo, os pontos que estdo em ) para n = 0,1 sdo a intersecao
Qn fY(Q) = Ry u Ry. Para entender os pontos que permanecem em () para
n =2, notamos que f2(Q) tem o formato de uma ferradura “dupla”, conforme a
figura abaixo:

f(Q)

Figura 1. A regiao verde mais escura é igual a f(Sp), e a regido amarela mais escura
é igual a f(.51).

Portanto, f2(Q) intersecta Q em quatro retangulos verticais, dois deles con-
tidos em Sy e dois deles em S7. Assim,

Qn f(Q)n f2(Q) = Roo u Ro1 U R19 U Rix,
—_— —-
CRl CR2

onde cada R;; é um retangulo horizontal da forma [0,1] x I;;. Note que:
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o Rgo = pontos z € Q tais que f(x), f2(x) € Sp.
o Rop = pontos z € Q tais que f(x) € Sy e f2(x) € Sy.
o Rip = pontos z € Q tais que f(z) €Sy e f2(x) € So.
o Ry = pontos z € Q tais que f(x), f2(x) € S1.

Noutras palavras, os indices descrevem o itinerario com respeito aos retangulos

So, S1.

Por inducao, temos

QnfHQ)n-nf™Q) = U Ripins

1,7=0,1

onde '
R’i1,~~~7in = [07 1] x Iil,-n,in = {1' €Q): fJ (.I‘) € S’ij}-

Desse modo,

N f7(Q) =[0,1] x K,

n>0
onde K3 é um conjunto de Cantor. O conjunto de Cantor K3 é dinamicamente
definido por uma fun¢do com dos ramos completos. Em suma: um ponto perma-
nece em (Q para toda iteracdo positiva se e somente se sua segunda coordenada
estd no conjunto de Cantor Ko.

Similarmente, definimos f~! em B, u Q U By em forma de uma ferradura

(horizontal) de modo que f~1(S;) = R; para i = 0,1, conforme a figura abaixo:

s it

52 e

Assim, procedendo analogamente, obtemos que

N f(Q) =K1 x[0,1],

n<0
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onde Kj é um conjunto de Cantor. Portanto, um ponto permanece em () para
toda iteragao negativa se e somente se sua primeira coordenada estd no conjunto
de Cantor K.

Finalmente, obtemos que

N f*(Q) = K1 x Ky

nez

é o produto cartesiano de dois conjuntos de Cantor. Do ponto de vista com-
binatério, todo = € K; x Ko estd associado a um itinerdrio (...,7i_1;4g,...) €,
reciprocamente, todo itinerario (...,i-1;4p,...) estd associado a um ponto em
K1 x K. Assim, podemos definir uma bijecio m: % = {0,1}% - K, x Ky por

7T( ,i,l;’io,...) = |:m f_n(SZn):| n I:ﬂ f_n(Rzn)],

n>0 n<0

ou seja, x é o unico ponto tal que f*(z) € S;, paran >0 e f*(z) € R;, para

n < 0. Note que a primeira intersecdo N f~"(S;,) corresponde a um segmento
n>0

horizontal, que define a érbita futura de z, enquanto ﬂ f™(R;, ) corresponde

a um segmento vertical, que define a érbita passada de x. Visto desse modo,
é claro que 7 estd bem definida. Considerando o TMS bilateral (3,0), temos
também que 7 comuta o diagrama abaixo:

by Z by

leKQ—f>K1XK2

Logo, a dindmica de f restrita a Ky x K5 é a dindmica de um shift completo de
dois simbolos. Em particular, obtemos que f" tem exatamente 2" pontos fixos.
Essa conclusdao é praticamente impossivel de obter se olharmos apenas para a
ferradura geometricamente. Outras propriedades, por exemplo sobre medidas
invariantes, também podem ser melhor entendidas do ponto de vista simbélico.

SECAO 34
Automorfismos lineares hiperbdlicos do toro

Relembre a definicio do circulo S' = R/ ~= R/Z, onde  ~y <= x -y € Z.
Podemos considerar a versao multidimensional dessa definicdo, conforme agora
explicamos. Em R", considere a relagdo de equivaléncia ~ dada por = ~ y <—
x—yeZ" (Exercicio 59).

(Toro T™) O toro n-dimensional T™ é definido pelo quociente

=R"/ ~=R"/Z".
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Denotamos a projecao canonica definida por ~ por 7 : R" - T". Quando n =
1, temos que T = S! conforme definido na Secdo 37. Nessa secdo, focamos no caso
n = 2. Chamamos T? de toro bidimensional plano. Vejamos as justificativas dessa
nomenclatura. O primeiro passo ¢ visualizar T? topologicamente. O produto
Note que a restrigdo de 7 ao quadrado [0, 1]2 é sobrejetiva em T? e s6 deixa de
ser injetiva nos lados: (1,y) ~ (0,y) e (z,1) ~ (x,0) para 0 < z,y,< 1. Desse
modo, T? ¢ obtido tomando o quadrado [0,1]? com a identificacio dos dois
lados verticais e dos dois lados horizontais. A figura abaixo mostra que tais
identificacdo definem um toro do ponto de vista topoldgico:

Y

\»_/

Y

\%_/

Geometricamente, a curvatura de T? é igual & de R?, i.e. é nula. Por fim,
observamos que T? é compacto.

Nosso objetivo é introduzir e estudar uma classe de transformacoes em T2.
Para isso, tomamos transformaces em R? e projetamos. Como no caso do circulo
(veja a Segdo 22), F: R? » R? se projeta em f:T? - T? via f([z]) = [F(x)] se
e somente se F' satisfaz a seguinte condicao:

x~y = F(x)~ F(y). (34.1)

Considere a matriz A = [f 1], e seja F' = A : R? » R? induzido por A, i.e.

F(z) = Az. E facil ver que F satisfaz (34.1). De fato, se z -y = |:a:| € 72 entdo

b

21 a 2a+b 2
F(az)—F(y)—Ax—Ay—A(:c—y)—[l 1:||:b:|_|: 0th :|€Z .
Essa propriedade vale para qualquer matriz de coordenadas inteiras.
Afirmamos que F' é invertivel. De fato, como A possui determinante 1,
1 —
-1 2
g:T? - T2, Como AA™' = A™1A = Idge, segue que fog=go f =Ide. Essas
conclusoes valem para qualquer A € GL(2,Z) com determinante +1 (Exercicio
60). Chegamos a classe de transformacoes de interesse.

sua inversa A~! = ] também possui entradas inteiras, e portanto induz

(Automorfismo linear de T?) Um automorfismo linear do toro T? é uma trans-
formacao f: T? — T? induzida por uma matriz A € GL(2,Z) com det(A) = +1.

21
O automorfismo linear induzido por A = [1 1] acima é chamado mapa de
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Arnold ou cat map. No restante dessa se¢ao, focamos nossa aten¢ao no cat map,
buscando entender como representa-lo de modo mais simples de modo a entender
suas propriedades dindmicas, e.g. a quantidade de pontos periédicos. O cat map
constitui um exemplo classico de automorfismo linear hiperbslico. Vejamos o que
isso significa.

O polindémio caracteristico de A é p(A\) = A2 —tr(A)X +det(A4) = A2 =3\ +1,
logo A possui autovalores \; = 3+T\/5 e g = % Como 0 < [Ag| <1< |\, A é
uma matriz hiperbdlica. Assim, f é um automorfismo linear hiperbdlico.

Para compreender f, compreendemos antes F. E facil encontrar autodire-

1+V5 1-V5
coes vy = i e vy = % . Note que v1,v9 sdo ortogonais (de fato, A é

simétrica). E claro que:
o ve(v) = F"(v) = \['v para todo n € Z.
o v e (vy) == F"(v) = A\jv para todo n € Z.

Mais geralmente, se v = Av; + Bvg entdo F"(v) = AN\ jv; + BAjvg para todo n € Z.
Isso caracteriza completamente o comportamento dinamico de F, descrito pela
figura abaixo:

Y

Esse comportamento é chamado de hiperbélico ou do tipo sela. O que as
equacdes acima dizem é que as autodiregoes, por serem diregOes invariantes,
permitem mais facilmente compreender F'. De fato, se queremos compreender F
por meio dos eixos coordenados x e y, entao retangulos sao levados em paralelo-
gramos inclinados:

Y
Y
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Por outro lado, retangulos com lados paralelos as autodire¢bes preservam
essa propriedade por iteracdo de F':

Y

Do ponto de vista dinidmico, as autodirecoes de A tém a seguinte nomen-
clatura: (v1) é chamado de diregdo expansora ou instdvel, e (vs) é chamado de
direcdo contratora ou estdvel.

Agora, vamos entender f. Conforme explicado acima, os eixos coordenados
nao fornecem um bom sistema de coordenadas para isso. De fato, se conside-
rarmos o dominio fundamental [0,1)?, entdo a acdo de f é descrita pela figura
abaixo, onde aplicamos a matriz A ao dominio fundamental e depois aplica-
mos translagoes inteiras as partes exteriores ao dominio fundamental para que
retornem para ele.

Veja como o gato é deformado no toro. Entender a segunda iteragao em
diante se torna algo dificil se continuarmos utilizando o dominio fundamental
[0,1)2. Adler & Weiss propuseram, em 1967, um modo diferente de represen-
tar f. A ideia é buscar um dominio fundamental formado por lados paralelos
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as autodiregoes. Existem vérias possibilidades. Abaixo, mostramos uma, que
utilizaremos na sequéncia.

A

E f4cil notar que a figura & direita de fato é um dominio fundamental do
toro. Seja R a cdépia que intersecta a origem (0,0) como na figura. Vamos
entender a agdo de f por meio da agdo de F sobre R. A imagem F(R) = AR é
descrita na figura abaixo. Temos [F(R)] = f([R]) = f(T?) = T2. De fato, F(R)
também é dominio fundamental de T? (Exercicio 61). Para entender f, notamos
que F(R) intersecta trés copias de R. A agdo de f consiste em transladar essas
céHpias todas para um mesmo dominio fundamental. Para isso, divida R em trés
retdngulos Ri, R, R3, como na figura abaixo, de modo que a imagem de cada
retdngulo intersecta exatamente uma tnica cépia de R. Logo, a acdo de f nos
retdngulos é dada pela parte inferior da figura.

Esses retangulos satisfazem duas propriedades de Markov, uma para cada
autodirecdo. Na direcdo instavel, os retdngulos satisfazem a propriedade usual
“se intersecta, entdao contém” com respeito a f. Na direcao estavel, os retangulos
satisfazem essa propriedade com respeito & inversa f~!; com respeito a f, a
propriedade vira “se intersecta, entdo estd contido” (de fato, a diregao estével
para f é instével para f~!). Veja a figura:
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U1 R; Iil
—
—
f(R:)

V9 [RZ- ij If(Ri)

Juntas, essas duas propriedades de Markov unidimensionais definem a pro-
priedade de Markov bidimensional. Tal propriedade pode ser informalmente
descrita como “se intersecta, entdo cruza de um lado ao outro”. Mostramos
abaixo a maneira que tal propriedade de Markov é satisfeita, e trés exemplos em

ela nao é.

R S, R S,
/ f(R) A N
T | — J(R)

© Intersecao permitida © ® Intersecao proibida ®

R R L
f R f
T (R) N )

b
® Intersegdo proibida ® ® Intersegdo proibida ®

Uma vez que Ry, Ro, R3 satisfazem a propriedade de Markov acima, podemos
concatenar arestas como fizemos nos exemplos unidimensionais: escrevendo R; —
R; quando f(R;) nR(j) # @, se R; - Rj e Rj - Ry, entdo existe = € R; tal que
f(z) € Rj e f?(x) € Ri. Essa propriedade de concatenagio de arestas permite-
nos repetir a construcao simbodlica feita nas secbes anteriores, tomando:

o G=(V,E)onde V ={Ri,Rs,R3} e E={R; > Rj : f(Ri))nRj #@}. O
grafo é
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e a matriz de adjacéncia de G ¢é

111
011
111

o (X,0) é o TMS bilateral definido por G.

o m:% - T? é definido por

{7['(.. '7Ri71;Ri07Ri17' )} = m fﬁn(Rzn)

nez

= ﬂ f”(Rz‘_n) NN Ry, ﬂ'“ﬂf_"(Rz‘n),

n>0

=F,

onde {F,}ns0 ¢ uma familia descendente de fechados com didmetros con-
vergindo a zero (Exercicio 62).

o 7 comuta o diagrama abaixo:
2.
']IQ _f)_ ']I‘Z

E importante ressaltar que a situacdo acima, em que os conjuntos que for-
mam a particdo de Markov sdo retdngulos geométricos, é bem particular da
dimensao dois (em que as autodire¢des tém codimensao um). De fato, Bowen
mostrou em 1978 que para alguns automorfismos lineares hiperbodlicos em dimen-
sdo trés, os bordos dos conjuntos nido podem ser suaves. Nas figuras abaixo?,
mostramos uma particdo de Markov para o automorfismo linear induzido pela

111

matriz |1 0 0], vista sob duas perspectivas:
010

Note que os bordos dos conjuntos sao fractais.

2Piguras elaboradas por Timo Jolivet utilizando o programa Sage.
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SEGAO 35
Exercicios

Exercicio 56 | Com respeito a f(z) = 2z (mod 1), identifique os seguintes conjuntos:
(1) {z€[0,1]:a1 =0,a9 =1}.
(2) {ze[0,1]:a2=1}.
(3) {x€[0,1]:a1=1,a3=0}.
Exercicio 57 | Prove que o conjunto de Cantor classico é igual a

K:{Z ;—Z:ane{0,2}}.

n>0

Use essa igualdade para provar que K + K =[0,2].

Exercicio 58 | Para N € N, seja A ={0,1,...,N -1} e considere o espaco simbélico A{O1-1,
A ordem lexicogrifica em AL 6 definida da seguinte maneira: se z,y sao
distintos e n = N(z,y), dizemos que z <y se Ty, < Yn.

(1) Mostre que < é uma ordem total em AL}

(2) Mostre que para g no Exemplo 147, 7 : ¥* - K definida na Segao 32
preserva <, i.e. se z <y entdo m(z) < m(y).

Exercicio 59 | Mostre que a relagdo z ~y < x —y € Z" em R" é de equivaléncia.

Exercicio 60 | Se A € GL(2,Z) tem determinante +1, entdo A induz um homeomorfismo em
T2

Exercicio 61 | Utilizando a notagdo da Secdo 34, mostre que F(R) é dominio fundamental
do toro.

Exercicio 62 | Utilizando a notacao da Secao 34, vamos provar que F;, tem didmetro conver-
gindo a zero. Sejam A; > 1 < A2 os autovalores de A. Mostre que na dire¢do
estavel R;, n---n f"(R;,) tem didmetro menor que Ay, e que na diregao ins-
tavel f"(R;_,) n-- N R;, tem didmetro menor que A\;". Conclua que F,, é um
retangulo com lados menores que \j.
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Apéndice

SECAO 36
Convergéncia uniforme

Vamos relembrar alguns fatos elementares sobre convergéncia de fun¢des. Dado
AcR™ seja X = {f: A - R?. Uma sequéncia em X é uma sequéncia de

funcoes (fn)nz1-
(Convergéncia pontual) Dizemos que (fn)n>1 € X converge pontualmente para

f:A-Rese lim f,(x) = f(x) para todo x € A.

Tome f, : [0,1] = R?, f.(t) = % Entao (fn)ns1 converge pontualmente para
f(z)=0.
Tome f, :[0,1] = R%, f,(t) = t". Temos:

ot=1:limf,(1)=1lim1=1.

o t<1: lim f,(¢) =lim¢™ = 0.

5
gfs

Y

Assim, (fn)ns>1 converge pontualmente para

0,0<t<1
f(x)_{l =1

Embora cada f, seja continua, o limite pontual ndo o é.
Tome f,(t) = (n+1)t", Yn > 1. Temos:
o t=1: lim f,(1) =lim(n+1) = co.

ot < 1: lim f,(¢) = lim(n + 1)t" = 0, pois toda exponencial cresce mais
rapido do que polinémios.
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CONVERGENCIA UNIFORME

2

J1 f3

Y

Assim, (fn)n>1 converge pontualmente para

0 ,0<t<1

ro-{L 05

Em cada exemplo acima, calcule lim fol fn(t)dt e compare com fol f(t)dt.
Nos dois primeiros casos, temos igualdade e no dltimo temos

limfol fa(t)dt=lim1=1%0= / F(t)dt.

Portanto, convergéncia pontual ndo preserva integral. Para garantir isso, deve-
mos requerer alguma propriedade mais forte. A convergéncia uniforme é uma de
tais propriedades. Considere a norma do supremo: d(f,g) = sup{||f(x) - g(z)| :
x e A}

(Convergéncia uniforme) Dizemos que (fn)ns1 € X converge uniformemente
para f: A - R? se, para todo € > 0, existe ng > 0 tal que d(f,,f) < € para

todo n > ng, i.e.
|fn(z) - f(x)| <e, Yn2ng,Vae A

Essa hipdtese é mais forte do que convergéncia pontual (exercicio). Algumas
propriedades bésicas de convergéncia uniforme (exercicio):

o Se f, converge uniformemente para f e g, converge uniformemente para
g, entdo f, + g, converge uniformemente para f + g.

o Se fp,:Ac R™ - R" converge uniformemente para f e g, : B c R” - R?
converge uniformemente para g, entao g, o f, converge uniformemente para

golf.

Se A é compacto e (f,)ns1 € X converge uniformemente para f : A - R?, entéo

[ r@de= i [ fuyde.
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Veja, por exemplo, o livro de Anélise do Elon. Em particular, a convergéncia
do ultimo exemplo ndo é uniforme.

Teorema 157 | (Aproximacdo de Weierstrass) Os polindmios sdo densos em espagos de fungoes
continuas. Mais especificamente: dada f: U ¢ R™ - R continua e K c U
compacto, existe uma sequéncia de polindmios (fy,)n>1 tal que suas restrigoes
a K convergem uniformemente para f |x.

Exemplo 158 | Para uma funcao igual & sua série de Taylor, esse resultado é simples. Por
exemplo, se f:[0,1] = R, f(t) = €', podemos tomar

2 n
fa)=1+t+5++ 5

Outro exemplo: se f(t) = cost, tome

t2n

Fa(t) =154t D" Gy

O dltimo resultado importante sobre convergéncia uniforme é o seguinte.

Teorema 159 | (Arzela-Ascoli) Sejam K ¢ R™ um conjunto compacto e ( fy, )n>1 uma sequéncia
de funcées f,, : K - R? que é:

(i) Equicontinua: para todo € > 0 existe ¢ >0 tal que

ye K |z-yl<d = [fu(z) - fu(y)l <&, Yn21.

(ii) Equilimitada: existe M >0 tal que

Ifa(2)] < M, Vo e K,Vn > 1.

Entao (f,)n>1 possui uma subsequéncia que converge uniformemente.

Como cada f, é continua, o limite uniforme da subsequéncia é uma funcgao
continua. Em termos praticos, equicontinuidade é garantida pela limitagdo nas
derivadas: se existe L > 0 tal que ||f/ (z)| < L para todos = € K e n > 1, entdo
pela desigualdade do valor médio temos equicontinuidade: dado € > 0, tome

5==.

SECAO 37
O circulo S!

Em geometria, definimos a circunferéncia unitaria S! por

St={(z,y) eR*: 22 +y? =1} = {2€C: |z| = 1}.
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O circuro St

Tal conjunto é unidimensional e possui varias propriedades geométricas e
métricas importantes, por exemplo: St é compacto, possui curvatura constante
igual a 1 e ndo é simplesmente conexo. Aqui, estamos considerando a métrica
induzida pela métrica euclidiana usual de R?. Para o que estamos interessados,
algumas das propriedades citadas acima nao sdo relevantes. Por exemplo, ndo
nos preocupamos com a curvatura de S!, e tampouco com seu comprimento
euclidiano (igual a 27). Para o que estamos interessados, podemos definir S! de
modo diferente, em que as propriedades de interesse sdo preservadas e as nao
essenciais ndo sao levadas em conta. Defina a seguinte relagdo de equivaléncia
em R:

T~y = x-yecl.

E claro que ~ é relagio de equivaléncia:
o REFLEXIVIDADE: z ~ x, pois x —x =0 € Z.
o SIMETRIA: temos r~y < y~x, poisx—yeZ <— y—-x €.

o TRANSITIVIDADE: se x ~ ¥y € i ~ z, entao

r-z=(x-y)+(y—=2)€Z.
—— Y
eZ eZ

Dado z € R, seja
[x]=x+Z={x+n:nek}

sua classe de equivaléncia. Cada [z] é uma translagdo de Z por x.

(Circulo S') Chamamos de circulo S' o espaco quociente de R pela relacio de
equivaléncia, ~:

St =R/ ~=R/Z.

Note que S' é, topologicamente, uma circunferéncia: se consideramos as
classes [x] para 0 < x < 1, entdo todas as classes sao distintas duas a duas
exceto as extremas [0] = [1]. O mesmo vale para qualquer intervalo [¢,¢ + 1].
Em particular, qualquer intervalo [¢,¢ + 1) é um dominio fundamental de S, de
modo que S' é obtido “enrolando” R ao redor de um circulo.

A projecio canénica da relacio de equivaléncia é 7: R - S, 7(z) = [z].
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Sl

A métrica usual d(z,y) = |z —y| de R se projeta via 7 em uma métrica d em
St
d([z], [y]) = d(zx "' [z], 7 '[y]) = min{|e -y +n|:n e Z}.

Com respeito a essa métrica, S' possui tamanho 1. Ademais, S' é um espaco
métrico compacto e completo e ndo é simplesmente conexo (de fato, 1 (S!) = Z).
Essa tltima propriedade distingue S' do intervalo [0,1], e tem sérias consequén-
cias. Um delas é que o teorema do valor intermediario ndo é véalido em S!'. A
razdo é a seguinte: enquanto que ao retirarmos um elemento c¢ interior a um
intervalo [a,b] desconectamos o intervalo, ao fazer isso com um intervalo do cir-
culo permanecemos com um conjunto conexo (de fato, no circulo temos duas
maneiras de ir de um ponto [z] a um ponto [y]). Desse modo, muitas provas
e resultados véalidos para intervalos ndo sdo validos em S'. Por outro lado, isso
permite novos fenémenos dindmicos, como a presenca de transformacoes sem
pontos fixos.

SEGAO 38
Teorema de Kronecker

Enunciamos e provamos abaixo um resultado muito importante sobre ntimeros
irracionais. Dado « € R, defina

Go={m+na:m,neZ}.
Teorema 161 | (Kronecker) Se a é irracional, entdo G, é denso em R.
Prova | Note que G, é um subgrupo aditivo de R, isto é,

91,92€ G = g1 +92, 91— g2 € Gq.

Os subgrupos aditivos de R sdo caracterizadas pelo fato abaixo.

FaTo. Se G é um subgrupo aditivo de R, entdo uma das situagoes ocorre:

(1) G é denso em R.

(2) Existe go € G tal que G = {pgo : p € Z}.



Prova

Definicdo 162

DIMENSAO DE HAUSDORFF EM R

(Fato) O conjunto G é denso em R se e somente se 0 é ponto de acumulagao
de G. Tome
go =1inf(G' n (0, +00)).

Se go = 0, entdo 0 é ponto de acumulagao de G e portanto ocorre (1). Supo-
nha go > 0. Afirmamos que gg € G. Por absurdo, se g ¢ G, existem ¢1,92 € G
tais que

90 < g1 <92 <290
e dai go — g1 é um elemento de G n (0, +00) menor que gg, absurdo. Assim,
go € G, o que estabelece a inclusao

G o {pgo:peZ}.

Reciprocamente, se existe g € G tal que pgy < g < (p+1)go para algum p € Z,
entao

g—pgo € Gn(0,+00) N (0,90),

novamente contrariando a minimalidade de gg. O

Para concluir a prova do Teorema 161, basta observar que G,, nao satisfaz (2).
De fato, suponha que gg = mg + noa satisfaca

G ={pgo:peZ}.

Como 1,a € G, temos mong # 0. Por outro lado, existe pg € Z tal que

—mg = poMmo po = -1 ’
ng = pono po= 1

-mg + noa = po(mo + npar) — {

absurdo.

SECAO 39
Dimensao de Hausdorff em R

Em R, a medida de Lebesgue da bola de raio r é 2r ~ 1. Em R2, a medida
de Lebesgue da bola de raio  é mr? » r2. Os expoentes 1 e 2 nessas expressoes
determinam dimensoes em R em R? com respeito & medida de Lebesgue. Dado
um conjunto X c R, podemos tentar medir a dimensao de X de modo similar,
calculando a medida de X n[xz —r,z +r] para x € X e r > 0 e tentando achar
o valor de d € [0,1] para o qual essa medida é aproximadamente rd. Essa é a
ideia intuitiva da dimensao de Hausdorff. Vamos proceder aos detalhes de como

defini-la. Fixe d € [0,1].

(d—medida de Hausdorff) A d-medida de Hausdorff de X c R é

mg(X) =liminf{ > [U|?: U é cobertura aberta de X com ||| <et}.
=0 T
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Acima, |U|| denota o didmetro de Y. Em particular, m; é a medida de
Lebesgue em R. Note que

mo(X) = ll_r)% inf {#U : U é cobertura aberta de X com |U| <&}

e portanto mg(X) = +oo sempre que X é infinito. De agora em diante, assuma
isso. Outras propriedades sobre my sdo as seguintes:

o Sed<d emg(X)=+o0 entdo mg(X) = +oo.
o Sed<d emg(X)=0entdao my(X) =0.
Definicdo 163 | (Dimensao de Hausdorff) A dimensio de Hausdorff de X é definida por

HD(X) =sup{d > 0:my(X) =+o0} = inf{d >0:my(X) =0}.

ma(X)

+00 4

d

do i

Ou seja, a dimensdo de Hausdorff é o expoente dy onde hd uma transicao
nos valores de my(X). Em geral, porém, nao sabemos de que modo a transi¢ao
ocorre: pode ocorrer de mg,(X) ser infinito, finito ou zero.
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