LEMA DE REGULARIDADE DE SZEMEREDI

YURI LIMA

REsUMO. O lema de regularidade de Szemerédi é uma ferramenta importante
em matemadtica discreta, especialmente em teoria dos grafos e combinatéria
aditiva. Em poucas palavras, ele diz que um grafo com muitas arestas pode
ser aproximado por um grafo aleatdrio e, portanto, propriedades robustas de
grafos aleatdrios também valem para grafos com muitas arestas. Esse é o caso
do lema de remogao de triangulos que, como observado por Ruzsa e Szemerédi
[12], implica o teorema de Roth sobre a existéncia de progressoes aritméticas
de tamanho 3 em subconjuntos de inteiros com densidade positiva. Outras
consequéncias aqui apresentadas sdo o teorema dos cantos e o lema de remogao
de grafos.

1. COMBINATORIA ADITIVA

“Combinatoéria aditiva é a teoria que estuda estruturas aditivas em conjuntos.”

Terence Tao e Van Vu [16].

Desde a ultima década, a combinatéria aditiva passa por um notavel avancgo,
em particular devido a sua interacao com outras areas da matemadtica, das quais
citamos teoria dos nimeros, teoria ergédica e teoria dos grafos. Nessa secao daremos
uma breve introdugao histérica de seus principais resultados.

O teorema de Van der Waerden [17], uma das “Irés Pérolas em Teoria dos
Nuameros” de Khintchine, afirma que, independente de como particionamos os
nimeros naturais em finitos grupos (ou, como comumente dizemos, cada nimero
natural é pintado com uma dentre finitas cores), um dos grupos contém progressoes
aritméticas de qualquer tamanho finito. Quer dizer, a estrutura dos nimeros natu-
rais nao é destruida por partigoes: um dos grupos contém cépias semelhantes de
qualquer configuragao finita dos nimeros naturais. Provado em 1927, o teorema
de Van der Waerden é o primeiro resultado notavel em combinatéria aditiva. Mais
tarde, na década de 30, Erdos e Turédn [5] conjecturaram um anélogo desse teorema
para conjuntos de densidade superior positiva.

Definigao 1.1. Dado um conjunto A C N, a densidade superior de A é igual a
- And{1,2,...
d(A) := limsup 40412, ni,

n—00 n

Um conjunto tem densidade superior positiva se ele ocupa uma fragao positiva
dos niimeros naturais, e por isso Erdos e Turdn perguntaram se tais conjuntos
herdam propriedades aditivas dos niimeros naturais: se d(A4) > 0, entdo A possui
progressoes aritméticas de qualquer tamanho finito? Essa recalcitrante pergunta
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foi respondida (afirmativamente) apenas em 1975, por Szemerédi [15]. Antes disso,
o primeiro resultado parcial da conjectura foi obtido por Roth [11] em 1953.

Teorema 1.2 (Roth). Se A C N tem densidade superior positiva, entio A contém
progressoes aritméticas de tamanho 3.

A prova original do teorema de Roth usa um argumento de andlise de Fourier
chamado incremento de energia: uma funcao f é decomposta em g + b, onde g
é a componente boa e b é a componente ruim em um senso especificol. Sempre que
o efeito da componente b for grande, é possivel quebra-la em uma componente boa
e outra componente ruim e assim sucessivamente. Em cada passo a “energia”de b
cresce pelo menos uma quantidade fixa. Se a componente b inicial tem energia finita,
entao o processo termina apds uma quantidade finita de passos. Nesse momento,
a componente g controla o comportamento de f, e é facil estabelecer o resultado
para g. Veja [3] para mais detalhes.

Em 1969, Szemerédi [14] estendeu o teorema de Roth para progressoes de tama-
nho 4.

Teorema 1.3 (Szemerédi). Se A C N tem densidade superior positiva, entao A
contém progressoes aritméticas de tamanho 4.

Finalmente, em 1975, Szemerédi estabeleceu a conjectura em sua forma geral.

Teorema 1.4 (Szemerédi). Se A C N tem densidade superior positiva, entdo A
contém progressoes aritméticas de qualquer tamanho finito.

Para estabelecer a conjectura, Szemerédi obteu um resultado em teoria dos gra-
fos, comumente chamado lema de regularidade de Szemerédi, que tem de-
monstrado ser um resultado muito til. Ele diz, em poucas palavras, que qualquer
grafo pode ser decomposto em uma quantidade relativamente pequena de subgrafos
disjuntos, a maioria deles tendo um comportamento pseudo-aleatério. O lema de
regularidade é o tema principal dessas notas.

Vale mencionar que Erdos e Turdn também conjecturaram que se A C N satisfaz

1
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entdo A contém progressoes aritméticas de qualquer tamanho finito. Até hoje, a
conjectura estd completamente em aberto: nfo se sabe nem mesmo se A contém
progressoes aritméticas de tamanho 3. O tnico resultado nessa dire¢ao, que também
representa uma das grandes faganhas matemaéticas dos tultimos quinze anos, foi dado
por Green e Tao [9]: a conjectura é verdadeira quando A é o conjunto dos nimeros
primos?.
Teorema 1.5 (Green e Tao). O conjunto dos nimeros primos contém progressoes

aritméticas de qualquer tamanho finito.

Para aqueles interessados, a referéncia [3] possui uma prova completa do teorema
acima.

IEsse argumento segue a mesma filosofia do teorema de Calderén-Zygmund em andlise
harmonica.

2A soma dos inversos dos ntimeros primos diverge.
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2. DEFINICOES

G = (V, E) é um grafo, onde V é o conjunto (finito) de vértices e E é o conjunto
de arestas, cada uma delas unindo dois elementos distintos de V. Dados A, B C V'
disjuntos, e(A, B) denota o ntimero de arestas entre A e B, e

e(4, B)

WAB) = 73]

é a densidade do par (A, B).

Definigao 2.1. Dados ¢ > 0 e A, B C V disjuntos, dizemos que o par (A, B) é
e-regular se para quaisquer X C A e Y C B satisfazendo

X[ > elA] e [Y]>¢lB

vale que
|[d(X,Y) —d(A,B)| <e.

Uma particaiod = {Vp, V1, ..., Vi } de V em conjuntos disjuntos dois a dois, onde
Vo é chamado de conjunto excepcional, é dita ser uma equiparticao se |Vi| = --- =
[Vi|]. No que segue, o conjunto excepcional é composto de |Vy| partes distintas,
cada uma delas consistindo de um tnico vértice, e seu papel é puramente técnico:
fazer todos os outros subconjuntos terem a mesma cardinalidade.

Definicao 2.2. Uma equiparticao V = Vo U Vi U--- UV, é chamada e-regular se

(a) [Vo| <elVi,
(b) todos exceto ek? dos pares (V;, V) sdo e-regulares.

Cada V; é chamado de aglomerado ou grupo. Dadas duas particoes U, W de
V', dizemos que U refina W se todo aglomerado de W é igual a unido de alguns
aglomerados de U.

3. LEMA DE REGULARIDADE DE SZEMEREDI

O lema de regularidade de Szemerédi diz que em todo grafo é possivel deletar
poucas arestas de maneira que o grafo resultante possui uma equiparticao e-regular.
Um ponto de vista a ter em mente é o seguinte: essencialmente, qualquer grafo pode
ser dividido em varios aglomerados, cada um deles com o mesmo ntimero de vértices,
onde a maioria dos pares de aglomerados se comporta simultaneamente de maneira

uniforme: as densidades nao variam muito, e

aleatdéria: mesmo controlando as densidades, nada pode ser dito sobre a distri-
buicao das arestas.

A titulo de exemplo, vamos descrever um modelo simples onde os dois conceitos
acima sao facilmente observados: tome 0 < p < 1 e considere um grafo onde dois
vértices quaisquer sdo adjacentes com probabilidade p. Se A, B sdo subconjuntos
disjuntos de vértices, entdo a esperanca de d(A, B) é p, e o mesmo vale para sub-
conjuntos X C A, Y C B. O lema de regularidade diz que, aproximadamente, esse
comportamento é universal.
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Teorema 3.1 (Lema de regularidade de Szemerédi). Para quaisquer e > 0 e inteiro
positivo t, existem inteiros positivos T(e,t) e N(e,t) tais que qualquer grafo com
pelo menos N (g, t) vértices possui uma equiparti¢ao e-reqular (Vo, Vi, ..., V), onde
t <k <T(et).

Observe a importancia de ter uma cota superior para o nimero de aglomerados.
Caso contrario, poderiamos apenas tomar cada um deles consistindo de um vértice.

A ideia da prova é semelhante ao argumento usado por Roth [11]. Comegamos
com uma particao arbitraria de V' em ¢ grupos disjuntos Vi, ..., V; cujas cardinali-
dades diferem em no maximo uma unidade. Mostramos que, sempre que a particao
nao é e-regular, ela pode ser refinada de maneira a diminuir as diferencas entre as
densidades. Isso é feito por meio de uma func¢do energia que aumenta pelo menos
uma quantidade fixa sempre que o refinamento é executado. Apés uma quantidade
finita de refinamentos, a particao resultante necessariamente é e-regular.

Vamos definir a fungao energia. Para isso, vamos identificar e reinterpretar a
obstrugéo de um par (U, W) ser e-regular. Se (U, W) néo é e-regular, entao existem
subconjuntos Uy C U e Wy C W tais que |Ur| > ¢|U|, |[W1| > ¢|W] e

|d(U1, Wl) — d(U, W)| > €.

Considere as partigoes U = {Uy,U\U1} e W = {W,U\W1}. A desigualdade
acima tem a seguinte interpretacao probabilistica. Considere a variavel aleatéria
Z definida em U x W por: seja u um elemento aleatério de U e w um elemento
aleatério de W, sejam A € U e B € W os elementos das respectivas partigdoes com
u € Aew € B, e tome

Z(u,w) :=d(A, B).

A esperanga de Z é

1A |B|
ElZ] = d(A,B
Bew
O] W] IWI ;
Bew
= dU,W).

Por hipétese, Z difere de E[Z] pelo menos e sempre que u € Uy, w € Wi e esse
evento tem probabilidade

va] WAl

. > e
- (w

Portanto Var[Z] > ¢%. Observando que a esperanca de Z2 é

s Al 1B,
B2 = 3 1w D) = o Z |B|

AcU AeuU
Bew Bew
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concluimos que
E[Z?]

Y

E[Z)? + &

1 e?(A,B) 1 e?(U,W)
> +e 3.1
Ul - W] 2. |Al-B| ul-wl ul-wi 31

O termo em negrito acima representa a fungao energia que procuramos: dados dois
subconjuntos disjuntos A, B C V, definimos
1 e*(A,B) _|A]-|B|

I — . d?

Para particoes U, W, seja
gU, W) =Y q(A,B).

AeUu
Bew

Definicao 3.2. Dada uma particao & de V' com conjunto excepcional Vj, o indice

del é
qU)= Y a(AB),
A,BeU
onde a soma ocorre sobre todos os pares nao-ordenados de aglomerados distintos
A, B de U e cada vértice de Vj define um aglomerado.

O indice de U = {Vp, V1,...,Vi} é a soma de (]H'IQVOI) termos da forma ¢(A, B).
A primeira boa propriedade que o indice tem é ser limitado.

Propriedade 1. q(/) <1/2.

De fato, como d(A, B) < 1,

W) < 5 Y 14l 18]

A,BeU
A#B
1
< (T (z )
AeU Beu
1

2
O indice também é nao-decrescente com respeito a refinamentos. Fsse é o
contetido das préximas duas propriedades.

Propriedade 2. Se U, W sao subconjuntos de V e U, W sao partigoes de U, W,
entdo qU, W) > q(U,W).

Essa propriedade pode ser provada analiticamente por aplicagoes da desigualdade
de Cauchy-Schwarz?. Aqui apresentamos um argumento probabilistico, com a ajuda
da varidvel aleatéria Z. Pelos célculos feitos acima,

2 2

UW) e E[2%] = wa gl

n

E[Z]* = T ~q(

umw)

30 leitor interessado pode checar em [10].
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e portanto, pela desigualdade de Jensen,

E[Z}] > E[z)?

= qu,w) = qUWw).

Propriedade 3. Se U’ refina U, entdo qUU') > q(U).

A Propriedade 3 segue da Propriedade 2 se separarmos g(U’) de acordo com U:

qu) = > qA.B)
A’ B’ell’

> > a4, B)

A,BeEU A'CA
B/'CB

= > qU'nAUNB)
A,BeU

> > 4(4,B)

A,BeU
= q1).

A préxima propriedade é a mais importante de todas e reflete a escolha correta
da funcao energia: se uma partigao nao é e-regular, entao ela possui um refinamento
cujo indice cresce pelo menos uma quantidade fixa. Em poucas palavras, ela diz
que

“A falta de uniformidade implica em incremento de energia”

e essa ideia permeia varios progressos recentes em combinatdria, andlise harmonica,
teoria ergddica e dreas afins. Ademais, todas as provas conhecidas do teorema de
Szemerédi usam esse principio em algum estdgio. Abaixo mencionamos algumas
delas:

1. A prova original de Roth [11] considera componentes boas e ruins de fungoes.

2. A prova ergddica de Furstenberg [7] mostra que todo sistema nao-compacto tem
um fator weak mixing.

3. A prova Fourier-analitica de Gowers [8] identifica progressdes aritméticas por
meio das normas de Gowers.

4. A construgao de fatores caracteristicos para médias ergédicas miltiplas usa as
seminormas de Gowers-Host-Kra.

Esses dois dltimos resultados sao recentes e ainda em processo de desenvolvi-
mento. Espera-se que eles sejam base para uma andlise de Fourier de ordem supe-
rior. Agora voltemos ao que interessa.

Proposicao 3.3 (Falta de uniformidade implica incremento de energia 1). Sejam
e>0el #UW CV disjuntos tais que o par (U, W) ndo € e-reqular. Entado
existem particoes U = {Uy,Us} de U e W = {W1,Wa} de W tais que

ol-wi

qUW) > gU,W) et ——
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Demonstragdo. A prova é exatamente a relagdo (3.1). Para o leitor ainda néo
convencido, vamos refazer as contas. Assuma que Uy C U, W7 C W satisfazem
(U1 2 €|U], [Wh]| = e|lW] e

|d(U1, Wl) — d(U, W)| > €.

Considere U = {U1,U\U1} e W = {W1, W\W1}. O célculo da variancia de Z
provara a proposi¢ao. Por um lado, os cédlculos da Propriedade 2 dao que

Var(Z] = W{‘W {g@U, W) — q(U, W)} (3.2)

Por outro lado, Z desvia de E[Z] pelo menos e sempre que u € Uy, w € Wy, e esse
evento tem probabilidade

M . _|W1| > 2
vl (W]
Portanto Var[Z] > &% que, juntamente com (3.2), implica em
Ul-|W
atw) —quw) > L
Ul-|W
= qu,w) > q(U,W)+54-||n#-

O

Proposicao 3.4 (Falta de uniformidade implica incremento de energia 2). Sejam
O0<e<l/4eld ={Vp,V1,...,Vi} uma equiparti¢cao de V que nao é e-regular, onde
Vo € o conjunto excepcional. Entdo existe um refinamento U’ = {Vy,V{,...,V/} de
U com as sequintes propriedades:

(i) U' € uma equiparti¢io de V,

(i) k<1<k-8,

fiii) V] < [Vl + /2" e

(iv) qU') = qU) + /2.

Demonstracdo. A ideia é aplicar a Proposicao 3.3 para cada par nao-regular. Como
existem pelo menos ek? de tais pares, o indice crescera pelo menos uma quantidade
fixa. Seja ¢ = |Vi| = --- = |V|. Dizer que U nao é e-regular significa dizer que,
para pelo menos ek? pares (i,7), 1 < i < j < k, (V;,V;) nio é e-regular. Para
cada um desses, sejam U;;, U;; as particoes de V;, Vj, respectivamente, dadas pela
Proposigao 3.3 e WW a menor particdo que refina U e todos U;;, U;;. Temos

i) = q e (< 5)
= q(“)+€‘”’~<%>2
> q(U)ﬂL%5

uma vez que kc = n — |Vp| > n/2. Isso prova que W (e qualquer um de seus refi-
namentos) satisfaz (iv). O problema é que W néo é, a principio, uma equiparticdo.
Nés ajustamos isso definindo b = |¢/4F|, particionando cada aglomerado de W
em subconjuntos disjuntos de tamanho b e jogando os vértices que sobrarem, se
existirem, no conjunto excepcional. Essa nova particdo U’ obtida satisfaz (i), (ii) e

AQUI
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(iil), conforme verificaremos abaixo.

(i) U’ é uma equiparticao por definigao.

ii) Para obter W, cada aglomerado de U foi dividido em no méximo 2¥~1 par-
(i) : g P

tes. Apos isso, cada elemento de W foi dividido em no méaximo 4* partes nao-
excepcionais. Isso implica que

I<k-281.aF <8k
(iii) Cada aglomerado de W contribui com no méaximo b vértices para Vjj, donde
k—1

_ 2
Vol < Vol 4+ (k-271) < [Vo| + ke =5

n
< Vol + oF :

O
Estamos, finalmente, prontos para provar o lema de regularidade de Szemerédi.

Prova do Teorema 3.1. Primeiramente, note que se o resultado é vdlido para (e, t)
ee > g, t' <t entdo ele também é vélido para (¢',t'). Logo podemos assumir,
sem perda de generalidade, que € < 1/4 and t/e é arbitrariamente grande.
Comece com uma particdo arbitraria U = {Vp, Vi,...,Vi} de V tal que || <
[n/t] and |Vi| = --- = |V;| = |n/t]. Aplique a Proposi¢ao 3.4 no méximo &>
vezes de modo a obter um equipartigdo U’. Seja T'(e,t) o nimero obtido por no
méximo £7° iteracoes sucessivas da funcao z +— x - 87, iniciando de t. U’ tem no
méximo T'(e,t) aglomerados. Ademais, a cardinalidade do conjunto excepcional Vj
é no maximo
1 n n n
Vel < Wol+ -5 < [ 7]+ 3

que é menor do que en para t grande. Isso conclui a prova. (|

Grande parte das aplicagoes do lema de regularidade lidam com problemas ex-
tremais, em que adicionar arestas ajuda a obter o resultado. Em tais aplicagoes, to-
mamos um grafo inicial e aplicamos o lema de regularidade para criar uma particao
regular. Depois descartamos as arestas dentro de um mesmo aglomerado, as arestas
ligando pares de aglomerados nao-regulares e as arestas ligando pares de aglome-
rados com densidade pequena. O que sobra é um grafo “puro” bem mais facil de
lidar do que o original e que ainda contém a maioria das arestas do grafo original.
E assim que procederemos daqui em diante.

4. LEMA DE REMOGAO DE TRIANGULOS

O lema de remogao de triangulos afirma um fato intuitivo e a0 mesmo tempo
nao-trivial: se precisamos deletar pelo menos en? arestas de um grafo com n vértices
de modo a destruir todos os tridngulos existentes, entao o grafo contém pelo menos
dn3 tridngulos, onde § = 6(¢) > 0. Ingenuamente, a primeira conclusio é que o
grafo contém pelo menos en? tridngulos. A forga do lema de remocao de triangulos
é que, ao invés de quadrético, o numero de tridngulos é cubico. Esse resultado foi
originalmente provado por Ruzsa e Szemerédi [12]. Eles também observaram que o
lema de remogao implica o teorema de Roth, conforme veremos na préxima secao.



LEMA DE REGULARIDADE DE SZEMEREDI 9

Definicao 4.1. Dado ¢ > 0, dizemos que o grafo G = (V, E) é e-longe de ser
livre de tridangulos se é necessario deletar pelo menos ¢|V|? arestas de G' de modo a
destruir todos os triangulos existentes.

Em particular, todo grafo e-longe de ser livre de tridngulos possui pelo menos
um triangulo (de fato, como observado acima, pelo menos ¢|V|? deles).

Teorema 4.2 (Lema de remocdo de tridngulos). Dado 0 < € < 1, existe 6 =
d(e) > 0 tal que qualquer grafo e-longe de ser livre de triangulos tem pelo menos
S|V |? triangulos.

Demonstragao. Seja G = (V, E) um grafo e-longe de ser livre de tridngulos e |[V| =
n. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que n > N(e/4,|4/e]): basta
tomarmos J suficientemente pequeno de modo que

§-N(e/4,[4/¢])® < 1.

Considere a partigao e/4-regular U = {Vp, Vi,...,Vi} dada pelo Teorema 3.1. Se-
jam ¢ = |Vi| = -+ = |Vi| e G’ o grafo obtido a partir de G pela exclusdao das
seguintes arestas:

e Todas as arestas incidentes em Vp: no maximo en?/4 arestas.
e Todas as arestas dentro dos aglomerados V1, ..., Vi: o nimero maximo de arestas

deletadas é

n2 ETL2

2
k< —/— <« .
c <k< 1

Todas as arestas de pares irregulares: no maximo

2
§2>.2 en”
(4k < 1

arestas sao deletadas.
Todas as arestas unindo aglomerados com densidade menor que £/2: no méximo

E\ ec? - en?
2 2 4

O ntimero total de arestas deletadas é menor que en? e portanto G’ possui um
triangulo. Os trés vértices que definem tal triangulo pertencem a trés aglome-
rados remanescentes distintos?, digamos V7, Vs, V3. Vamos mostrar que esses trés
aglomerados de fato possuem muitos triangulos.

arestas.

Dizemos que um vértice v; € Vi é tipico se ele é adjacente a pelo menos ec/4
vértices em V5 e adjacente a pelo menos ec/4 vértices em V3. Como, por hipdtese,
€
!/ !/

d(Vi,Vj) = (4.1)
sempre que V' C V;, V] C V; tém pelo menos ec/4 elementos, pelo menos c/2
vértices de Vj sao tipicos. De fato, o nimero de vértices em V; com pelo menos
ec/4 vértices adjacentes em V, é maior que (1 —e/4)c. Se esse ndo fosse o caso, o

subconjunto V{' C V; de vértices nao-tipicos teria pelo menos ec¢/4 elementos e

egc
Vv Vil-T ¢
WS e T

4A existéncia de um triangulo é meramente usada para garantir a existéncia de Vi, Vo e V3.
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contradizendo (4.1). Dado que o mesmo argumento vale para V3, o nimero de
vértices tipicos em V; é pelo menos

& C
1_2._). °.
( 1) €73

Seja v1 € V7 um de tais vértices e considere os subconjuntos V4 C Vs, V4 C V3 de
vértices adjacentes a v1.

Cada aresta entre Vy e V4 gera um triangulo. O ndmero de arestas entre V3 e V4 é
pelo menos

e3c?

43
Somando isso para todos v; € V; tipicos, G’ tem pelo menos (ec/4)? tridngulos.
Como ¢ > n/2T(e/4, |4/¢]), essa quantidade de tridngulos é pelo menos

e(V3, V§) > = IV3] - |V§] =

(5 i) - () -0
O

4.1. Teorema de Roth. Como aplicagao do lema de remocao de triangulos, vamos
provar o Teorema 1.2. Assuma que

[AN{l,...,n}| >en, ¥Yn > ne.

Defina um grafo G = (V, E) da seguinte maneira:

o V=V,UV,UDV3, onde V1, V5, V3 tém 3n vértices rotulados de 1 a 3n cada.
e Existe uma aresta entre i € V7 e j € V5 se e somente se j —i € A.

e Existe uma aresta entre j € Vo e k € V3 se e somente se k — j € A.

e Existe um aresta entre ¢ € V; e k € V3 se e somente se (k—1)/2 € A.
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Wi Va V3
’V
—— 1 , | —

Trés vértices ¢ € V1,5 € Vo, k € V3 formam um triangulo se e somente se
j—i=a1 € A

k—j=a3€A

I = (a1, az,a3) é uma progressao aritmética em A,
—1

—ay € A

isto é, triangulos em G identificam progressoes aritméticas de tamanho 3 em A,
inclusive as progressoes aritméticas triviais (a,a,a), a € A. Existem mais do que
en-n = en? de tais tridngulos triviais i,7 + a,i+ 2a e eles sao dois a dois disjuntos.
Esse simples fato garante que G é e-longe de ser livre de tridngulos e portanto,
pelo lema de remocao de tridngulos, G tem pelo menos dn> tridngulos, pelo menos
dn> — 81n? deles nao-triviais. A prova estd completa se tomarmos n > 81571

4.2. Teorema dos cantos. Esse resultado foi provado originalmente por Ajtai
e Szemerédi [1]. A prova que apresentamos aqui utiliza o lema de remocao de
tridngulos e foi obtida por Solymosi [13]. Convidamos o leitor a mostrar que o
teorema dos cantos implica o teorema de Roth.

Definicao 4.3. Um canto é um triangulo retangulo isésceles em Z2 cujos catetos
sao paralelos aos eixos cartesianos, isto é, ¢ um conjunto de trés elementos disjuntos
de Z? da forma

(z,y), (x + h,y) and (z,y + h).

O teorema dos cantos diz que todo conjunto “grande” em Z2 possui um canto.

Teorema 4.4 (Teorema dos cantos). Dado € > 0, existe n > 0 tal que qualquer
subconjunto de {1,...,n} x {1,...,n} com pelo menos en? elementos possui um
canto.

Demonstra¢ao. Procedemos como na prova do teorema de Roth. Seja A um sub-
conjunto de {1,...,n} x {1,...,n} com pelo menos en? elementos e considere o
grafo tripartido G = (V, E) como abaixo:

e V=V,UV,UDV;3, onde Vi, V5 e V3 representam as retas horizontais, verticais e
diagonais de {1,...,n} x {1,...,n} respectivamente.

e Existe uma aresta entre uma reta de V; e uma reta de V; se e somente se o ponto
de intersecao entre as duas retas pertence a A.

G tem |Vi|+|Va|+|V3| = n+n+2n = 4n vértices. Os triangulos de G correspondem

aos cantos de A, incluindo os cantos triviais (x,y), (z,y), (x,y). G tem mais do que

|A| > en? de tais tridngulos triviais e eles sdo disjuntos dois a dois. Logo G é £/16-

longe de ser livre de triangulos. Pelo lema de remocao de triangulos, G tem pelo

menos én? tridngulos, sendo én3 —n? deles ndo-triviais. A prova estd completa. [
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5. LEMA DE REMOGAO DE GRAFOS

O lema de remocao de triangulos diz que todo grafo em que é necessario descartar
uma fragao positiva de suas arestas de modo a destruir todos os tridngulos existentes
possui uma fragao positiva de triangulos. O fato é que, como provado por Erdos,
Frankl e Rodl [4], ao invés de fixar a configuragdo “tridngulo”, o resultado também
é valido se fixarmos qualquer outra configuracao finita. Mais formalmente, seja H
um grafo finito com h vértices e, analogamente, considere a seguinte

Defini¢ao 5.1. Dado € > 0, o grafo G = (V, E) é chamado e-longe de ser H-livre
se é necessdrio deletar pelo menos ¢|V|? arestas de G de modo a destruir todas as
copias de H em G.

A extensao do lema de remocgao de triangulos é o lema de remocao de grafos.

Teorema 5.2 (Lema de remogéo de grafos). Dado 0 < ¢ < 1, existe 6 = d(g) > 0
tal que qualquer grafo e-longe de ser H-livre contém pelo menos S|V |* cépias de H.

A prova desse teorema é mais intricada do que a prova do lema de remocao de
triangulos. De fato, ela é sensitiva a estrutura de H. Se, por exemplo, H for um
ciclo de tamanho 4, entao o argumento aplicado na prova do lema de remocao de
tridngulos nao funciona: uma vez que as arestas “impuras” sao descartadas, a copia
de H que permanece pode ter dois vértices em um mesmo aglomerado. Em outras
palavras, as propriedades de conectividade de H influenciam na distribuicao, ao
longo dos aglomerados, dos vértices de um possivel candidato a cépia de H em G.
Como no lema de remocao de tridngulos, esse problema nao ocorre se H é o grafo
completo K. de r vértices. Por essa razao, a prova do lema de remocao de grafos
serd dividida em trés partes:

Parte 1. Lema de remogao de grafos para K,..

Parte 2. Observamos que, para um grafo H qualquer, a aplicagdo da mesma
ideia da Parte 1 garante apenas a existéncia de r aglomerados, onde r é o ntimero
cromético de H.

Parte 3. Se aplicarmos a mesma ideia da Parte 1, permitindo a escolha de mais de
um vértice em um mesmo aglomerado, obtemos o lema de remocao de grafos para
qualquer H.

A Parte 1 decorre da mesma linha de ideias usadas na prova do lema de remogao
de tridngulos: limpamos o grafo de modo a obter um grafo “puro”. A cépia re-
manescente de K, estd suportada em r aglomerados distintos, que de fato contém
muitas cépias de K,. A construcao de muitas copias distintas de K, no grafo
“puro” segue novamente do fato da maioria dos vértices serem tipicos, e é dada
pelo seguinte

Lema 5.3. Se (4, B) ¢é ¢'-reqular e d(A,B) > ¢, entdo pelo menos (1 — &’)|A]
vértices de A sao adjacentes a pelo menos (e — €')|B| vértices de B.

Demonstracao. Seja

A" ={v € A; v é adjacente a menos de (¢ — &')| B| vértices de B}.
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o A (e~ <)iB
(e—=¢€")|B ,

— = (5.1)
Al - |B]

Se |A'| > €'|A|, a &’-regularidade implica em

d(A',B) >d(A,B) —¢' >e—¢,

d(A',B) <

o que contradiz (5.1). O

Prova do lema de remogao de grafos para K,. Assuma que G = (V, E) é um grafo
e- longe de ser K,-livre com |[V| =n > N((¢/6)",(¢/6)"") vértices, e considere a
particao (¢/6)"-regular U = {Vj, V4, ..., Vi } dada pelo lema de regularidade. Sejam
c=|Vi| =---=|Vik| e G’ o grafo obtido a partir de G pelo descarte das seguintes
arestas:

e Todas as arestas incidentes em Vp: no maximo (£/6)"n? arestas.
e Todas as arestas dentro dos aglomerados V1, ..., Vi: o nimero maximo de arestas
deletadas é

n2
k< - < (£/6)"n>.
e Todas as arestas de pares irregulares: no maximo
{(e/6)"k*} - * < (/6)"n?

arestas.
e Todas as arestas unindo aglomerados com densidade menor que £/3: no méximo

E\ ec? - en?
2 3 3

O total de arestas deletadas é menor que en? e portanto G’ possui uma cépia de
K,.. Os vértices dessa copia pertencem a r aglomerados remanescentes distintos,
digamos Vi, Vs, ..., V.. Mostraremos que tais aglomerados posseum muitas coépias
de K. Isso sera feito em 7 passos: o passo i consiste em escolher um vértice v; € V;
de modo que v; é adjacente aos vértices vy, . .., v;—1 escolhidos nos passos anteriores.
Se existirem §;c maneiras de escolher v;, onde §; nao depende de n, entdo G’ possui
pelo menos

arestas.

) ...5T . ,
(61¢) -+ (6,¢) > (2T.T((a/16)r,(5/6)r)r>'" —5-n

copias de K, e a prova estarda completa.

Pelo Lema 5.3, pelo menos {1 — r - (¢/6)"}/V4]| vértices de V7 sao adjacentes a
pelo menos {/3 — (¢/6)"}|V;| vértices em V;, para cada i = 2,...,7. Seja v; um
desses vértices e V! o subconjunto de V; composto dos vértices adjacentes a vy,

1 =2,...,7. Temos
vz {s-(3) hmil> (5)mil

e portanto qualquer par de aglomerados dentre V!, ..., V! é (¢/6)"l-regular e tem
densidade pelo menos £/3 — (£/6)". Isso conclui o primeiro passo.

Procedemos agora para o segundo passo: novamente pelo Lema 5.3, pelo menos
{1 —7-(g/6)"~1}|V3}| vértices de V! sdo adjacentes a pelo menos {e/3 — (¢/6)" —
(e/6)" "1}V vértices em V;!, para cada i = 3,...,r. Seja vo € V5 um desses
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vértices e V2 o subconjunto de V;! composto dos vértices adjacentes a vg, i =

3,...,r. Temos
T r—1
1z (5 G @) - G
vz {s- () -(G) b (G)m

e portanto qualquer par de aglomerados dentre V2, ..., V;2 é (¢/6)"~2-regular e tem
densidade pelo menos /3 — (¢/6)" — (¢/6)" 1.

Assumindo, sem perda de generalidade, que re < lee/6+---+ (¢/6)" <¢g/3, 0
argumento descrito acima pode ser repetido r vezes. Isso conclui a prova.

Seja agora H um grafo qualquer. O ndmero cromdtico de H é a menor quan-
tidade de cores necessédrias para pintar os vértices de H de modo que vértices
adjacentes nao tém a mesma cor. Equivalentemente, o nimero cromético de H é
o0 menor inteiro positivo r tal que H é r-partido, isto é, para o qual existe uma
particao dos vértices de H em r subconjuntos disjuntos tal que dois vértices em um
mesmo subconjunto nao sao adjacentes. Sejam hq,...,h, as cardinalidades desses
subconjuntos, e seja Kj, .. n, o grafo r-partido completo cujas cardinalidades dos
subconjuntos sao hy,...,h,. Claramente, K, . 5, contém uma cépia de H e por-
tanto o numero de copias de H em um dado grafo é pelo menos o nimero de copias
de Kp, ... n, no grafo.

Observe que se aplicarmos a mesma ideia da Parte 1 a um grafo e-longe de ser
H-livre, a copia remanescente de H tem vértices em pelo menos r aglomerados
distintos V7, ..., V., e ndo necessariamente em h aglomerados distintos. Isso nao
é um problema: ao invés de escolher um vértice em cada V;, escolhemos h; deles.
Se 0 mesmo procedimento funcionar, cada uma dessa escolhas gera uma cépia de
Kh,.....n, € portanto também de H. E isso que faremos abaixo.

Prova do lema de remogdo de grafos. Aplique o argumento da Parte 1 para obter
aglomerados distintos Vi, ..., V;. tais que qualquer par é (¢/6)"-regular e tem densi-
dade pelo menos /3. Existem pelo menos {1—1r-(g/6)"}|V;| vértices de V; que sdo
adjacentes a pelo menos {¢/3 — (¢/6)"}|V;| vértices de V;, para cada i = 2,...,7.
Seja v1 € V1 um de tais vértices e denote por V;! o conjunto de vértices em V; que
sdo adjacentes a vi, i = 2,...,r. Ademais, considere Vi* = Vi\{v1} (aqui estd a
diferenga para o caso do grafo completo: nao descartamos V7). Temos

V] > {g - (%)h} Vil > (2) Vi

e portanto cada par dentre Vi,...
menos /3 — (£/6)".

Repetindo esse argumento hy vezes sucessivas no primeiro aglomerado, he vezes
sucessivas no segundo aglomerado, ... , h, vezes sucessivas no r-ésimo aglomerado,
escolhemos vértices vy, ..., v, que formam uma cépia de Ky, .. p,. Isso completa a

ylr

prova. (I

, VI ¢ (¢/6)"Lregular e tem densidade pelo

Recentemente Jacob Fox [6] deu uma prova do lema de remogéo de grafos que
nao faz uso do lema de regularidade de Szemerédi. Embora nao utilize o lema de
regularidade propriamente, a ideia é similar. Ao invés de usar uma média quadrdtica
de densidade, dada pelo indice

gey = Y BB e )

n
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Fox utiliza uma média entrdpica de densidade

> ALB paa, sy,

n
A,BeU

onde f(x) = —zxlogx para 0 < z < 1 e f(0) = 0. Assim como no lema de
regularidade, sempre que uma particao nao possui muitas copias de H, ele mostra,
usando uma desigualdade de Jensen efetiva, que a particao possui um refinamento
que aumenta a média entrépica de densidade pelo menos uma quantidade fixa.

Finalizamos essas notas mencionando outra versao do lema de remocgao de grafos
que conta o nimero de grafos induzidos. Um subgrafo H de um grafo G é chamado
induzido se quaisquer dois vértices de H forem adjacentes em H se e somente se
eles forem adjacentes em G. Por exemplo, K, é induzido em K5, mas um ciclo de
tamanho 4 nao é. Isso mostra que copias induzidas sao mais raras do que apenas
copias, e de fato o excesso de arestas pode proibi-las de existir. Nesse contexto,
consideramos uma nova noc¢ao para o termo “e-longe de ser H-livre”, onde podemos
adicionar ou remover arestas.

Defini¢ao 5.4. Dado € > 0, o grafo G = (V, E) é chamado e-inevitdvel para H se
qualquer grafo que difere de G por ndo mais que |V |? arestas possuir uma cépia
induzida de H.

Abaixo enunciamos o lema de remocao para grafos induzidos, provado por Alon,
Fischer, Krivelevich e Szegedy [2].

Teorema 5.5 (Lema de remocao para grafos induzidos). Dado 0 < € < 1, ewiste
§ = 6(e) > 0 tal que qualquer grafo e-inevitdvel para H tem pelo menos 8|V |" cépias
induzidas de H.

Nao provaremos esse teorema. O leitor interessado é convidado a consultar a
referéncia original [2].
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